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Aus  der  Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Das  vorliegende  Bucli  soll  einesteils  als  Lehr-  und  Handbuch 
zum  Gebrauche  in  IJnterrichtsanstalten ,  andernteils  zum  Selbst- 
studium so  wie  zum  praktischen  Gebrauche  dienen. 

Beim  Unterrichte  in  der  Baumechanik  und  Bauconstructionslehre 
soll  es  in  der  Hand  des  Schülers  diesen  in  den  Stand  setzen,  sich 
auf  die  Vorträge  des  Lehrers  vorbereiten  so  wie  das  Gehörte  wieder- 
holt durcharbeiten  zu  können  und  mit  Hilfe  der  gegebenen  Beispiele, 
welche  sich  noch  beliebig  vermehren  lassen,  die  Anwendungen  der 
hier  in  Frage  kommenden  Gesetze  kennen  und  üben  zu  lernen.  Das 
einmalige  Hören  eines  Yortrages  ist  nicht  hinreichend,  das  Vor- 
getragene zum  wirklichen  Eigentume  des  Schülers  zu  machen,  auch 
wenn  er  alles  verstanden  und  eingesehen  hat;  es  ist  durchaus  ein 
wiederholtes  Durcharbeiten,  eine  selbständige  Thätigkeit  des  Schülers 
notwendig,  wenn  er  in  den  vollen  Besitz  des  Gegenstandes  kom- 
men will. 

Zum  Selbststudium  und  praktischen  Gebrauche  soll  es  femer 
denen  dienen,  welche  noch  nicht  Gelegenheit  gehabt  haben,  die  hier 
vorgetragenen  Gesetze  kennen  zu  lernen,  für  welche  aber  die  Kennt- 
nis dieser  Gesetze  nicht  nur  wünschenswert,  sondern  notwendig  ist. 
Denn  das  Construieren  nach  hergebrachten  Regeln  ist  nicht  überall 
und  ganz  besonders  dann  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  es  sich  um 
Bauten  handelt,  welche  technischen  und  industriellen  Zwecken  die- 
nen sollen. 

Die  mathematischen  Kenntnisse,  welche  in  dem  Buche  voraus- 
gesetzt werden,  entsprechen  dem,  was  auf  einer  guten  Gewerbeschule 
gelehrt  wird,  so  dafs  ein  jeder,  der  eine  solche  Schule  besucht  hat 
und  diese  Kenntnisse  besitzt,  imstande  ist,  das  Buch  mit  Erfolg 
durchzuarbeiten  und  bei  vorkommenden  Fällen  der  Praxis  zu  be- 
nutzen. 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


Bei  der  neuen  Bearbeitung  dieses  Buches  ist  der  Standpunkt, 
den  es  einnimmt,  und  der  Zweck,  den  es  verfolgt,  in  jeder  Beziehung 
festgehalten  worden.  Die  Veränderungen,  welche  es  erfahren  hat, 
beziehen  sich  nur  darauf,  dafs  das  Material  zweckmäfsiger  geordnet 
und  den  Fortschritten  auf  dem  Gebiete  der  Bautechnik  überall  ent- 
sprochen worden  ist.  Aus  dem  letzteren  Grunde  ist  auch  die  Be- 
stimmung der  Trägheitsmomente  und  Widerstandsmomente,  ferner 
die  graphische  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  Stäben  der  \ 
Fachwerke  sowie  die  graphische  Bestimmung  des  Horizontalschubes 
und  der  Drucklinie  in  Gewölben  hinzugekommen. 

Möge  das  Buch  auch  in  seiner  neuen  Bearbeitung  sich  recht 
viele  Freunde  erwerben,  den  Schülern  bautechnischer  Bildungsan- 
stalten das  Studium  erleichtem  und  fördern  helfen  so  wie  ihnen 
über  die  Schule  hinaus  ein  treuer  Freund  und  Ratgeber  bleiben. 

Gotha,  im  April  1882. 

Dr.  Wenck. 


ERSTER  ABSCHNITT. 

Die  Festigkeitslehre. 


1.  Elasticität  und  Festigkeit  im  Allgemeinen. 

Wir  wissen  aus  der  Erfahrung,  dafs  feste  Körper  denjenigen  äufseren 
Kräften,  welche  eine  Änderung  ihrer  Form  oder  eine  Trennung  ihrer  Teile 
herbeizuführen  suchen,  einen  gröfseren  oder  kleineren  Widerstand  entgegen- 
setzen, und  müssen  daher  annehmen,  dafs  zwischen  den  kleinsten  gleich- 
artigen materiellen  Teilchen  fester  Körper,  den  Molecülen,  eine  Kraft 
thätig  ist,  durch  Avelche  diese  Teilchen  zusammengehalten  werden.  Diese 
Kraft  wird  im  allgemeinen  Cohäsions kraft  genannt. 

Die  Wirkung  dieser  Kraft  besteht  aber  nicht  nur  darin,  dafs  sie  der 
Verschiebung  und  Trennung  der  Molecüie  überhaupt  einen  Widerstand  ent- 
gegensetzt, sondern  auch  darin,  dafs  sie  innerhalb  gewisser  Grenzen 
die  verschobenen  Molecüle  wieder  in  ihi  ursprüngliche  Gleichgewichtslage 
zurücktreibt,  wenn  die  Kraft,  welche  -.eses  Gleichgewicht  störte,  nicht 
mehr  wirkt;  und  in  diesem  letzteren  Sinne  bezeichnet  man  die  zwischen 
den  Molecülen  wirksame  Kraft  als  Elasticität. 

Bis  zu  demjenigen  Stadium  der  Verschiebung,  welches  als  die  Grenze 
der  vollkommenen  Elasticität  bezeichnet  wird,  findet  eine  vollstän- 
diig-e  Zurückführung  der  Molecüle  in  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage 
statt;  über  diese  Grenze  hinaus  aber  werden  die  Molecüle  nur  unvollstän- 
dig oder  gar  nicht  in  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  zurückgebracht, 
sondern  nehmen  eine  andere  Gleichgewichtslage  an. 

Der  Widerstand,  den  die  Cohäsionskraft  der  vollständigen  Trennung 
der  Molecüle  des  festen  Körpers  entgegensetzt,  wird  die  Festigkeit  des 
Körpers  genannt. 

Die  Festigkeit  kommt  daher  erst  dann  in  Betracht,  wenn  die  Elasti- 
citätsgrenze  überschritten  ist,  also  die  Wirkung  der  Elasticität  ganz  oder 
doch  zum  gröfsten  Theile  aufgehört  hat.  Ist  aber  diese  Grenze  über- 
schritten, so  besitzt  der  Körper  seine  ursprüngliche  Beschaffenheit  nicht 
mehr,  denn  da  seine  inneren  Kräfte  den  äufseren  Kräften  nur  innerhalb 
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-.er  Elasticitätsgrenze  das  Gleichgewicht  halten  können,  so  ist  jede  weitere 
Formänderung  bleibend  und  der  Körper  kann  als  bereits  zerstört  angesehen 
werden.    Daher  darf  die  Elasticitätsgrenze  nie  überschritten  werden. 

Da  die  Widerstandsfähigkeit  eines  festen  Körpers  nicht  nach  allen 
Eichtungen  hin  dieselbe  ist,  so  hat  man,  je  nach  den  Richtungen,  in  wel- 
chen die  inneren  Kräfte  des  Körpers  Widerstand  zu  leisten  haben,  meh- 
rere Arten  der  Elasticität  und  Festigkeit  unterschieden. 

Zug-Elasticität  und  Festigkeit  heifst  der  Widerstand,  den 
die  inneren  Kräfte  denjenigen  äufseren  Kräften  entgegensetzen,  welche  den 
Körper  in  der  Richtung  seiner  Längenaxe  zu  dehnen,  beziehungsweise  zu 
zerreifsen  suchen. 

Druck-Elasticität  und  Festigkeit  wird  der  Widerstand  ge- 
nannt, der  die  inneren  Kräfte  dem  Zusammendrücken,  beziehungsweise  dem 
Zerdrücken  in  der  Richtung  der  Längenaxe  des  Körpers  entgegensetzen. 

Es  ist  hierbei  das  eigentliche  Zerdrücken  ohne  vorausgegangene  Bie- 
gung und  das  Zerknicken  nach  vorausgegangener  Biegung  zu  unterscheiden. 

Der  Widerstand  gegen  das  Zerdrücken  ohne  vorausgegangene  Biegung 
ist  die  eigentliche  Druckfestigkeit,  während  der  Widerstand  gegen 
das  Zerdrücken  nach  vorausgegangener  Biegung  als  Zerknickungs- 
festigkeit  bezeichnet  wird. 

Biegungselasticität  uibi  Festigkeit  ist  der  Widerstand,  den 
die  inneren  Kräfte  einer  Biegung  ,  beziehungsweise  dem  Zerbrechen  des 
Körpers  entgegensetzen,  wobei  d^?  äufseren  Kräfte  senkrecht  gegen  die 
Längenaxe  des  Körpers  gerichtet^,  ^ind. 

Schub-,  Scheer-  oder  V^rschiebungs-Elasticität  und  Fe- 
stigkeit ist  der  Widerstand,  den  die  inneren  Kräfte  solchen  äufseren 
Kräften  entgegensetzen,  welche  einen  Teil  des  Körpers  zu  verschieben, 
beziehungsweise  abzuschieben  streben. 

Drehungs- oder  Torsions-Elasticität  und  Festigkeit  end- 
lich ist  der  Widerstand,  den  die  inneren  Kräfte  solchen  äufseren  Kräften 
entgegensetzen,  welche  den  Körper  um  seine  Axe  oder  Mittellinie  zu  ver- 
drehen oder  in  irgend  einem  Querschnitte  abzudrehen  streben. 

2.  Zug-Elasticität  und  Festigkeit. 

Wenn  ein  prismatischer  oder  stabförmiger  Körper  von  gleichem  Quer- 
schnitte in  der  Richtung  seiner  Längenaxe  ausgedehnt,  also  um  ein  ge- 
wisses Stück  verlängert  wird,  so  mufs  die  ausdehnende  Kraft  um  so  gröfser 
sein,  je  gröfser  die  Ausdehnung  oder  Verlängerung  werden  soll.  Es  ist 
daher  diese  Kraft  der  Ausdehnung  des  Körpers  direkt  proportional.  Ferner 
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\  ^  mufs  diese  Kraft  um  so  gröfser  sein,  je  gröfser  der  Querschnitt  des  Körpers 
j  ist.   Denn  denken  wir  uns  den  Körper  aus  lauter  mit  seiner  Längenaxe 
!  parallelen  Fasern  bestehend,  so  sind  um  so  mehr  Fasern  zu  dehnen,  je 
;   gröfser  der  Querschnitt  des  Körpers  ist.  Daher  mufs  die  ausdehnende  Kraft 
:  ^  dem  Querschnitte  des  Körpers  direkt  proportional  sein,  wenn  sie  diesen 
:   überall  in  gleicher  Weise  belastet.    Endlich  kann  die  ausdehnende  Kraft 
i   um  so  kleiner  sein,  je  länger  der  Körper  ist;  denn  da  man  voraussetzen 
.kann,  dafs  gleich  lange  Stücke  auch  um  gleich  viel  ausgedehnt  werden, 
so  mufs  bei  derselben  Kraft  die  Ausdehnung  um  so  gröfser  werden,  je 
länger  der  Körper  ist;  daher  ist  die  ausdehnende  Kraft  der  Länge  des 
Körpers  umgekehrt  proportional.   Endlich  wird  die  Gröfse  der  ausdehnen- 
den Kraft  noch  von  der  Natur  und  Beschaffenheit  des  Materials  abhängig 
sein,  da  verschiedene  Stoffe  auch  ein  verschiedenes  Verhalten  bei  der  Aus- 
dehnung  zeigen  werden. 

Bezeichnen  wir  daher  die  ausdehnende  Kraft  mit  P,  die  Länge  des 
Körpers  mit  1,  seinen  Querschnitt  mit  F  und  die  Ausdehnung,  welche  er 
erleidet,  mit  a,  sowie  denjenigen  Faktor,  welcher  sich  auf  das  Verhalten 
des  Stoffes  bezieht,  mit  E,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

Hieraus  folgt  für  die  Ausdehnung 

_  PI 

EF 

Um  nun  die  Bedeutung  von  E  kennen  zu  lernen,  fragen  wir  nach  der- 
jenigen Kraft,  welche  ein  Prisma,  dessen  Querschnitt  die  Flächeneinheit 
ist,  um  seine  eigene  Länge  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  ausdehnen 
würde,  wenn  überhaupt  eine  solche  Ausdehnung  möglich  wäre.  Setzen 
wir  zu  diesem  Zwecke  F  =  1  und  a  =  1,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

P  =  E 

und  hiernach  bezeichnet  der  Faktor  E  diejenige  Kraft,  welche  ein  Prisma, 
dessen  Querschnitt  die  Flächeneinheit  ist,  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze 
um  seine  eigene  Länge  ausdehnen  würde. 

Man  hat  dieser  Kraft,  welche  durch  Versuche  bestimmt  werden  mufs, 
den  Namen  Elasticitätsmodul  gegeben;  denn  sie  ist  nur  von  dem 
Verhalten  des  Stoffes  abhängig. 

Aus  der  Gleichung  folgt  daher,  dafs  die  Ausdehnung,  welche  ein 
fester  Körper  erleidet,  seinem  Elasticitätsmodul  umgekehrt  proportional  ist. 
Das  heifst,  je  gröfser  der  Elasticitätsmodul  eines  Körpers  ist,  je  gröfser 
also  das  Gewicht  ist,  welches  ihn  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  um  seine 
eigene  Länge  ausdehnen  würde,  um  so  kleiner  ist  die  Ausdehnung,  welche 
er  unter  sonst  gleichen  Umständen  erleidet. 

1* 
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Zur  Bestimmung  des  Elasticitätsmodul  haben  wir  die  Gleichung 
und  für  die  Einheit  des  Querschnittes 

a 

Beobachtet  man  daher  die  Verlängerung  a,  welche  ein  Körper  von  der 
Länge  1  und  dem  Querschnitte  1  durch  das  Gewicht  P  bei  vollkommener 
Elasticität  erleidet,  so  läfst  sich  der  Elasticitätsmodul  berechnen. 

Für  das  Verhältnis  der  Ausdehnung  zur  Länge  des  Körpers  folgt  aus 
der  Gleichung 

a  _  P 
1  ~  EF 

und  wird  hier  wieder  F  =  1  gesetzt 

1  E 

d.  h.  für  die  Einheit  des  Querschnittes  verhält  sich  die  Ausdehnung  zur 
Länge  des  Körpers  wie  die  ausdehnende  Kraft  zum  Elasticitätsmodul. 
Setzen  wir  hier  noch  P  ==  1,  so  folgt  weiter 

 J_ 

1  ~  E 

und  es  ist  hiernach  der  Elasticitätsmodul  der  umgekehrte  Wert  des  Ver- 
hältnisses derjenigen  Ausdehnung  zur  Länge  des  Körpers,  welche  durch 
die  Einheit  des  Gewichts  erzeugt  wird. 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  noch 

_  1 
^  —  E" 

d.  h.  die  Ausdehnung,  welche  ein  stabförmiger  Körper,  dessen  Querschnitt 
die  Flächeneinheit  ist,  durch  die  Einheit  dos  Gewichts  erleidet,  wird  ge- 
funden, wenn  man  seine  Länge  durch  den  Elasticitätsmodul  dividiert. 

Für  einen  Querschnitt  von  einem  Quadratcentimeter  ist  der  Elastici- 
tätsmodul in  Kilogrammen,  für 


feinen  Gufsstahl  .  . 

.  2500000 

,  640000 

Stahl  

.  2000000 

Messingdraht    .  . 

.    .  987000 

Stabeisen  .... 

.  2000000 

120000 

Eisendraht.    .    .  . 

.  2100000 

Buchenholz  .    .  . 

110000 

Eisenblech.    .    .  . 

.  1700000 

,  125000 

Gufseisen  .... 

.  1000000 

.  120000 

Kupferblech    .    .  . 

.  1070000 

Tannenholz  .    .  . 

.    .  125000 

Kupferdraht   .    .  . 

.  1210000 

110000 

Messing,  gehämmert 

.  1000000 

Die  Zugfestigkeit  ist  bei  gleichmäfsiger  Belastung  lediglich  dem  Quer- 
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schnitte  des  festen  prismatischen  Körpers  proportional ;  denn  je  gröfser  der 
Querschnitt  ist,  um  so  mehr  Fasern  müssen  zerrissen  werden. 

Dasjenige  Gewicht,  welches  ein  Prisma,  dessen  Querschnitt  gleich  der 
Flächeneinheit  ist,  zerreifst,  wird  das  Mafs  oder  der  Modul  der  Zugfestig- 
keit genannt. 

Dieser  Modul  mufs  für  jeden  Stoff  durch  Versuche  bestimmt  werden. 
Bezeichnen  wir  den  Festigkeitsmodul  für  das  Zerreifsen  allgemein  mit  K, 
den  Querschnitt  des  prismatischen  Körpers  mit  F  und  die  zum  Zerreifsen 
erforderliche  Kraft  mit  P,  so  ist 

P  =  K.F 

Zur  Bestimmung  des  Querschnittes,  welcher  durch  eine  gegebene  Kraft 
zerrissen  wird,  haben  wir  sodann 


und  zur  Bestimmung  des  Festigkeitsmodul 

Wird  die  Festigkeit  eines  Körpers  besonders  für  die  Dauer  in  An- 
spruch genommen,  indem  der  Körper  eine  Last  zu  tragen  hat,  so  darf 
diese  Last  nicht  so  grols  sein,  dals  sie  ein  Zerreifsen  des  Körpers  bewirkt, 
sondern  sie  mufs  vielmehr  nur  eine  solche  Gröfse  haben,  dafs  der  Körper 
mit  gehöriger  Sicherheit  Widerstand  zu  leisten  vermag.  Die  Widerstands- 
fähigkeit eines  Körpers  gegen  das  Zerreifsen  wird  nun  aber  nach  dem- 
jenigen Gewichte  beurteilt,  durch  welches  er  zerrissen  wird;  denn  je  gröfser 
oder  kleiner  dieses  Gewicht  ist,  um  so  gröfser  oder  kleiner  ist  auch  der 
Widerstand  des  Körpers  gegen  das  Zerreifsen. 

Man  belastet  daher  die  Einheit  des  Querschnittes  nur  mit  einem 
Teile  vom  Festigkeitsmodul  und  bezeichnet  diesen  als  Sicherheits- 
modul oder  als  zulässige  Belastung. 

Bezeichnen  wir  diesen  Sicherheitsmodul  mit  k,  den  Querschnitt  des 
prismatischen  Körpers  mit  F  und'  diejenige  Belastung,  welche  er  mit  Sicher- 
heit zu  tragen  vermag,  oder  seine  Tragkraft  mit  Q,  so  ist 

Q==kF 

Für  den  Querschnitt,  welcher  eine  gegebene  Last  mit  Sicherheit  trägt, 
haben  wir  sodann 

Da  die  Körper,  deren  Zugfestigkeit  in  Anspruch  genommen  wird,  in 
den  meisten  Fällen  von  nicht  grofsen  Dimensionen  sind,  so  kann  das 
Gewicht  derselben  der  Belastung  gegenüber  unberücksichtigt  gelassen 
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werden.  Will  man  aber  das  Gewicht  des  Körpers  mit  berücksichtigen 
und  bezeichnet  man  es  mit  G,  so  hat  man  die  Gleichung 

Q  -I-  G  =  kF 
und  mithin  für  die  Tragkraft 

Q=kF  —  G 

so  wie  für  den  Querschnitt 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  prismatischen  Körpers  mit  1  und  das 
Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Materials  mit  y,  so  ist  für  einen  rechteckigen 
Querschnitt,  wenn  die  Seiten  desselben  mit  a  und  b  bezeichnet  werden, 

F  ==  ab;  G  =  /abl 
daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  kab  —  /abl 
=  ab(k  — 7I) 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  haben 
wir  die  Gleichung 

ab  =  y-^ 

k  —  yl 

Es  ist  nun  entweder  die  eine  Seite  des  Querschnittes  gegeben  oder 
es  besteht  zwischen  den  Seiten  des  Querschnittes  ein  gegebenes  Verhältnis. 

Ist  die  eine  Seite  b  gegeben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  andern 
Seite  a  die  Gleichung 

Besteht  dagegen  zwischen  den  Seiten  des  Querschnittes  ein  gegebenes 
Verhältnis,  ist  etwa 

a    a 

¥—7 

wo  a  und  ß  die  Glieder  des  gegebenen  Verhältnisses  sind,  so  ist 

a  =  -TT  b 


und  daher 


woraus 


so  wie  ferner 


V  «(k- 


7I) 


Q 


yh 


V  /S(k-/1) 


7 


Wird  das  Gewicht  des  Körpers  nicht  mit  in  Eechnung  gezogen,  so 
ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  k.ab 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  hat  man 

k 

Ist  nun  b  gegeben,  so  hat  man 

^  —  kb 


und  ist 
so  hat  man 
und 


Es  ist  ferner  für  einen  quadratischen  Querschnitt,  wenn  a  die  Seite 
des  Quadrates  bezeichnet, 

F  =  a2;  G  =  ya,n 
daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  ka2—  yd^n 
=  a-^  (k  —  y\) 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  haben 
wir  die  Gleichung 

Wird  das  Gewicht  des  Körpers  nicht  mit  in  Rechnung  gezogen,  so 
ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  k.a2 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  hat  man 


-Vi 


Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  ist,  wenn  r  den  Halbmesser  oder 
d  den  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet, 

F  =  r-^.T  oder  F  = 

4 

so  wie 

G  =  yr-7ü\  oder  G  =  7~^^ 
daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  kr-jT  —  yv'^jtl 
=  r%  (k  —  y\) 
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oder  Q  =  ki^_^^l 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  haben  wir 


(k-^'l) 
oder 


Wird  das  Gewicht  des  Körpers  nicht  in  Rechnung  gezogen,  so  ist  die 
Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  k.r% 

»der  Q  =  k.^ 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  hat  man 

r 

oder 


Folgende  Tabelle  enthält  für  die  darin  aufgeführten  Materialien  den 
Festigkeits-  und  Sicherheitsmodul  für  das  Zerreifsen  in  Kilogrammen  für 
einen  Querschnitt  von  einem  Quadratcentimeter. 


Namen  der  Körper 

Festigkeits- 
modul 

Sicherheits- 
modul 

Stahl  

8500 

1300 

Stabeisen  

4000 

700 

Eisendraht  

8000 

900 

3500 

700 

Gufseisen  

1250 

250 

2000 

200 

Kupferdraht  

4000 

600 

Kupferblech  

4000 

600 

1200 

250 

Messingdraht  

3600 

600 

Tannenholz  

970 

100 

800 

80 

Fichtenholz  

800 

80 

1000 

100 

880 

100 

1100 

120 

60 

20 

330 

110 

schwache  Seile  .... 

600 

200 

60U0 

2000 

9 


Bezeichnet  man  mit  d  die  Ausdehnung,  welche  ein  Prisma,  dessen 
Querschnitt  die  Flächeneinheit  ist,  bis  dahin  erleidet,  wo  es  zerrissen  wird, 
so  mufs  sein 

d.  __  ^ 
1  ~  E 

woraus  folgt 

k  =  1e 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  das  Zerreifsen  des  Prismas  beginnt,  wenn 
die  Elasticitätsgrenze  überschritten  ist,  so  entspricht  auch  K  derjenigen 
Kraft,  welche  das  Prisma  bis  zur  Elasticitätsgrenze  ausdehnt  und  d  der- 
jenigen Ausdehnung,  welche  es  bis  zur  Elasticitätsgrenze  erleidet,  und  es 
ist  sodann  der  Festigkeitsmodul  ein  bestimmter  Teil  vom  Elasticitätsmodul. 

Wenn  daher  ein  Körper  eine  Last  für  die  Dauer  tragen  soll,  so  darf 
er  durch  dieselbe  nicht  bis  zur  Elasticitätsgrenze  ausgedehnt  werden,  diese 
Ausdehnung  darf  vielmehr,  wenn  die  gehörige  Sicherheit  vorhanden  sein 
soll,  nur  V3  höchstens  1/2  von  derjenigen  Ausdehnung  betragen,  welche 
der  Elasticitätsgrenze  entspricht. 

Da  sich  indessen  die  Elasticitätsgrenze  nicht  genau  bestimmen  läfst, 
so  hält  man  sich  immer  an  die  Festigkeit  des  Materials  und  nimmt  von 
dieser  den  Sicherheitscoefficienten. 


Bei  spiele. 

1.  Welche  Ausdehnung  erleidet  eine  Stange  aus  Schmiedeeisen  von 
4  Quadrateentimeter  Querschnitt  und  4  Meter  Länge,  wenn  sie  einen  Zug  von 
8000  Kilogramm  auszuhalten  hat? 

Die  Gleichung  ist 

EF 

Nun  ist  P  =  8000;  1  =  400;  E  =  2000000;  F  =  4,  daher 
8000.400  n    4.'  , 

^==  2000000.4-^-'  Centimeter 

2.  Wenn  der  Durchmesser  einer  5  Meter  langen  schmiedeeisernen  Stange 
4  Centimeter  beträgt,  durch  welches  Gewicht  wird  dieselbe  um  1  Millimeter 
ausgedehnt  ? 

Die  Gleichung  ist 


1 

5( 

2000000  .  0,1  .  12,56 


Es  ist  E  =  2000000 ;  a  =  0,1 ;  1  =  500 ;  F  =  4^.-^  =  12,56,  daher 

5024  Kilogramm 


500 

3.  Wie  grofs  mufs  die  Seite  des  quadratischen  Querschnittes  einer  Stange 
von  Schmiedeeisen  sein,  welche  bei  einem  Zuge  von  15000  Kilogramm  höchstens 

eine  Ausdehnung  von        ihrer  Länge  erleiden  soll? 
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Die  Gleichung  ist 

F  =  ^ 
Ea 

Es  ist  P  =  15000;  E  =  2000000;  a  =    ^     .  1,  daher 

„  15000 .       _  _  2^^^  Quadratcentimeter 


2000000.^.1 
und  die  gesuchte  Seite 

>/22,5  =  4,74  Centimeter 

4.  Wenn  eine  Hängsäule  von  Tannenholz  12000  Kilogramm  mit  Sicher- 
heit tragen  soll,  wie  grol's  mufs  die  Seite  ihres  quadratischen  Querschnittes  sein? 

Die  Gleichung  ist 

k 

Nun  ist  Q=  12000;  k=100,  daher 

F  =  =  120  Quadratcentimeter 

und  mithin  die  gesuchte  Seite 

j/m^-  10,955  Centimeter 

5.  Wenn  diese  Säule  4  Meter  lang  ist  und  das  Gewicht  derselben  mit  in 
Rechnung  gezogen  werden  soll,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Seite  des 
Querschnittes  die  Gleichung   


Nun  ist  1  =  400,  y  =  0,6,  daher  /1  =  240  Gramm  =  0,24  Kilogramm  und 

"^^^^^"^  1  /  12000  

a=  y-j^^—^  =  10,968  Centimeter 

Man  sieht  hieraus,  wie  gering  der  Einflufs  des  Gewichtes  der  Körper  ist. 


3.  Druck -Elasticität  und  Festigkeit. 

Soll  ein  prismatischer  Körper  in  der  Eichtung  seiner  Längenaxe 
zusammengedrückt,  also  um  ein  gewisses  Stück  verkürzt  werden,  ohne 
dal's  er  eine  Biegung  erleidet,  so  mul's  die  drückende  Kraft  der  Grölse 
der  Verkürzung  und  dem  Querschnitte  des  Körpers  direkt,  seiner  Länge 
aber  umgekehrt  proportional  sein,  endlich  mul's  sie  noch  von  der  Natur 
des  Stoffes  abhängen.  Es  gelten  hier  für  die  Verkürzung  dieselben  Be- 
trachtungen, welche  wir  bei  der  Ausdehnung  eines  prismatischen  Körpers 
angestellt  haben. 

Wenn  wir  daher  die  drückende  Kraft  mit  P,  die  erlittene  Verkürzung 
mit  b,  die  Länge  des  Prismas  mit  1,  seinen  Querschnitt  mit  F  und  den- 
jenigen Faktor,  welcher  sich  auf  das  Verhalten  des  Stoffes  bezieht,  mit  E 
bezeichnen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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Hieraus  folgt  aber  für  die  Gröfse  der  Verkürzung 

EF 

der  Faktor  E  bezeichnet  hier  diejenige  Kraft,  welche  den  prismatischen 
Körper,  dessen  Querschnitt  die  Flächeneinheit  ist,  innerhalb  der  Elastici- 
tätsgrenze  um  seine  eigene  Länge  verkürzen,  das  Prisma  also  bis  zu  einer 
unendlich  dünnen  Platte  zusammendrücken  würde,  wenn  dieses  überhaupt 
möglich  wäre,  und  ist  sonach  der  Elasticitätsmodul  für  den  Druck. 

Dieser  Elasticitätsmodul  ist  aber  nach  den  gemachten  Erfahrungen 
dem  Elasticitätsmodul  für  den  Zug  gleich,  weil  die  unter  gleichen  Um- 
ständen beobachteten  Verlängerungen  und  Verkürzungen  einander  gleich 
sind.    Es  gelten  daher  auch  hier  die  oben  aufgeführten  Werte  von  E. 

Für  das  Verhältnis  der  Verkürzung  zur  Länge  des  Körpers  folgt 
aus  der  Gleichung 

b  _  P 
1  ~~  EF 

und  für  die  Einheit  des  Querschnittes 

b__  _P 
1  ~  E 

sowie  für  P  =  1 

b^  1_ 

1  ~  E 

Die  Zerdrückungsfestigkeit  ohne  vorausgegangene  Biegung  ist  ledig- 
lich dem  Querschnitte  des  prismatischen  Körpers  direkt  proportional,  wie 
sich  aus  den  angestellten  Versuchen  ergeben  hat. 

Dasjenige  Gewicht,  welches  ein  Prisma,  dessen  Querschnitt  gleich 
der  Flächeneinheit  ist,  zerdrückt,  wird  das  Mafs  oder  der  Modul  der 
Zerdrückungsfestigkeit  genannt. 

Dieser  Modul  mufs  für  jeden  Stoff  durch  Versuche  bestimmt  werden. 

Bezeichnet  man  den  Festigkeitsmodul  für  das  Zerdrücken  allgemein 
mit  Kl,  den  Querschnitt  des  prismatischen  Körpers  mit  F  und  die  zum 
Zerdrücken  erforderliche  Kraft  mit  P,  so  hat  man  die  Gleichung 

P  =  KiF 

Zur  Bestimmung  des  Querschnittes,  welcher  durch  eine  gegebene  Kraft 
zerdrückt  wird,  hat  man  sodann 

F  =  il- 

und  zur  Bestimmung  des  Festigkeitsmodul 

Wenn  nun  die  Zerdrückungsfestigkeit  für  die  Dauer  in  Anspruch 
genommen  wird,  indem  der  Körper  irgend  eine  Last  zu  tragen  hat,  so 
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darf  diese  Last  nicht  so  grofs  sein,  dafs  sie  den  Körper  zerdrückt,  sondern 
sie  mul's  vielmehr  nur  eine  solche  Gröfse  haben,  dal's  der  Körper  im  Stande 
ist,  mit  der  gehörigen  Sicherheit  Widerstand  zu  leisten. 

Die  Widerstandsfähigkeit  eines  Körpers  gegen  das  Zerdrücken  wird 
aber  nach  demjenigen  Gewichte  beurteilt,  durch  welches  er  zerdrückt 
wird;  denn  je  grölser  oder  kleiner  dieses  Gewicht  ist,  um  so  gröfser  oder 
kleiner  ist  auch  der  Widerstand  des  Körpers  gegen  das  Zerdrücken. 

Man  belastet  daher  die  Einheit  des  Querschnittes  nur  mit  einem  Teile 
vom  Festigkeitsmodul  und  bezeichnet  diesen  als  Sicherheitsmodul 
oder  als  zulässige  Belastung. 

Bezeichnen  wir  diesen  Sicherheitsmodul  mit  ki  den  Querschnitt  des 
prismatischen  Körpers  mit  F  und  diejenige  Belastung,  welche  er  mit 
Sicherheit  zu  tragen  vermag,  oder  seine  Tragkraft  mit  Q,  so  ist 

Q  =  kiF 

Für  den  Querschnitt,  welcher  eine  gegebene  Last  mit  Sicherheit  trägt, 
haben  wir  sodann  Q 

Das  Gewicht  eines  Körpers  übt  stets  einen  Druck  auf  seine  Unter- 
lage aus  und  kann,  wenn  es  grofs  genug  ist,  selbst  eine  Zerstörung  des 
Körpers  an  seiner  Basis  herbeiführen. 

Soll  nun  das  Gewicht  des  Körpers  mit  berücksichtigt  werden,  und 
bezeichnen  wir  dieses  Gewicht  mit  G,  so  haben  wir  die  Gleichung 

Q  -f.  G  =  kiF 
und  mithin  für  die  Tragkraft 

Q  =  kiF  —  G 

so  wie  für  den  Querschnitt 

Q  +  G 

 ^ 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  prismatischen  Körpers  mit  1  und  das 
Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Materials  mit  y,  so  ist  für  einen  rechteckigen 
Querschnitt,  wenn  die  Seiten  desselben  mit  a  und  b  bezeichnet  werden, 

F  =  ab;  G  =  ^abl 
folglich  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  kiab  —  /abl 
=  ab(ki  — 7I) 

und  zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  haben  wir 
die  Gleichung    Q 

Ist  nun  die  Seite  b  gegeben,  so  ist 
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Besteht  dagegen  die  Proportion 

a  _ 

so  ist 


nnd 


1/  ^ 


Q 


Soll  das  Gewicht  des  Körpers  nicht  berücksichtigt  werden,  so  hat 
man  für  die  Tragkraft  die  Gleichung 

Q  =  ki.ab 

und  für  den  Querschnitt 

ab  =  ^ 
k, 

Ist  aufserdem  b  gegeben,  so  ist 

a-^ 
^—  bk, 


und  ist 
so  ist 


a    a 


nnd 


Für  einen  quadratischen  Querschnitt  ist,  wenn  a  die  Seite  des  Quadrates 


bezeichnet,  _       (.  _  ^^21 

daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q  =  kia^  —  /an 

=  aMlvi  — 7I) 
und  für  den  Querschnitt  hat  man  die  Gleichung 


7I 

Wird  das  Gewicht  des  Körpers  nicht  mit  berücksichtigt,  so  ist  die 
Gleichung  für  die  Tragkraft     Q  =  fc^a^ 
und  für  den  Querschnitt  hat  man 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  ist,  wenn  r  den  Halbmesser  oder 
d  den  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet 

F  =  r^  oder  F  = 

4 
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sowie 

G  = /r^jtl  oder  G  =  7.-^1 
daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

Q==k,r2jr  — 7r2:;rl 
=  r2jr  (kl  —  yl) 


oder 

dV  d% 
4 

dV  /i  ix 
=  —  (kl  —  /l) 


Q  =  kl   7  — r-  1 


Zur  Bestimmung  des  Querschnittes  bei  gegebener  Belastung  hat  man 
r   Q 


oder 


1/-  ^ 

V  7t(k, 


/l) 

Bleibt  das  Gewicht  des  Körpers  unberücksichtigt,  so  ist  die  Gleichung 
für  die  Tragkraft 

Q  =  k,.r2jr 

oder 

Für  den  Querschnitt  hat  man  aber 


oder 


Folgende  Tabelle  enthält  für  die  darin  aufgeführten  Materialien  den 
Modul  der  Festigkeit  und  Sicherheit  für  das  Zerdrücken  in  Kilogrammen 
für  einen  Querschnitt  von  einem  Quadratcentimeter. 


Namen  der  Körper 

Festigkeits- 
modul 

Sicherheits- 
modul 

Gufseisen  .... 

7000  bis  8000 

800 

Stabeisen  .... 

2500  „  3500 

700 

Granit  

400  „  800 

40  bis  80 

Sandstein  .... 

200  „  600 

20  „  60 

Kalkstein  .... 

100  „  1000 

5  50 

Marmor  .... 

200  ,.  500 

20  „  40 

Ziegelsteine  .    .  . 

75  „  85 

7  „  9 

Hölzer  

500  „  600 

60  „  80 
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Beispiele. 

1.  Welche  Verkürzung  erleidet  eine  3  Meter  hohe  Säule  aus  Gufseisen, 
wenn  das  Quadratcentimeter  Querschnittsfläche  mit  1000  Kilogramm  belastet  ist 
und  eine  Biegung  nicht  eintreten  kann? 

Die  Gleichung  ist 

1.  PI 

^  =  EF 

Es  ist  nun  P  =  1000 ;  1  =  300 ;  F  =  1 ;  E  =  1000000,  daher 
,       1000.300  ^.  ^ 

2.  Mit  welchem  Gewichte  kann  man  das  Quadratcentimeter  Querschnitts- 
fläche einer  Säule  aus  Eichenholz  belasten,  wenn  die  Verkürzung       der  Länge 

betragen  darf? 

Die  Gleichung  ist 

p  EbF 
1 

Nun  ist  E  =  120000;  F  =  1 ;  b  =  y^,  daher 
^^^^^^ 

P  =  _  =  100  Kilogramm 

3.  Welche  Last  kann  ein  Würfel  von  Granit,  dessen  Kante  l  Meter  ist, 
für  die  Dauer  mit  Sicherheit  tragen,  wenn  das  Gewicht  desselben  mit  berück- 
sichtigt wird? 

Die  Gleichung  ist 

Q  =  a2(ki— /a) 
Nun  ist  a=  100;  k,  =80;  /  =  2,78,  daher 
y  a  =  0,2  7  8  Kilogramm 

und  mithin 

Q  =  10000  (80  —  0,278)  =  797220  Kilogramm 

4.  Wie  grofs  mufs  der  Durchmesser  einer  Säule  aus  Gufseisen  sein,  wenn 
sie  10000  Kilogramm  mit  Sicherheit  tragen  soll  und  eine  Biegung  nicht  ein- 
treten kann? 

Die  Gleichung  ist 

Nun  ist  Q=  10000;  kj  =800;  ;r  =  3,14,  daher 

5.  Welche  Last  kann  eine  cylindrische  Säule  aus  festem  Sandstein  mit 
Sicherheit  tragen,  wenn  der  Durchmesser  derselben  30  Centimeter  ist  und  eine 
Biegung  nicht  eintreten  kann? 

Die  Gleichung  ist 

Nun  ist  k,  =  (jO;  d  =  30;  c;r==3,14,  daher 
„  60.30.30.3,14 

Q  =  —  =  42390  Kilogramm 
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4.  Biegungselasticität  und  Festigkeit. 

a.  Allgemeines, 

Die  Biegungselasticität  und  Festigkeit  kommen,  wie  bereits  früher 
bemerkt  worden  ist,  dann  in  Betracht,  wenn  die  äufseren  Kräfte  senkrecht 
gegen  die  Längenaxe  des  prismatischen  Körpers  gerichtet  sind.  Hierbei 
ist  aber  nicht  nur  die  Gröl'se  des  Querschnittes  und  das  Material,  aus 
welchem  der  Körper  besteht,  von  Einflufs ,  sondern  es  ist  auch  die  Form 
des  Querschnittes  und  die  Art  der  Belastung  und  Unterstützung  des  Körpers 
zu  berücksichtigen. 

Es  sei  zunächst  AB  Figur  1  ein  bei  A  festgehaltener  prismatischer 
Körper,  etwa  ein  bei  A  horizontal  eingemauerter  rechteckiger  Balken,  und 
an  dem  freien  Ende  B  desselben  wirke  ein  Gewicht  P.  Ist  dieses  Gewicht 
grofs  genug,  so  wird  es  den  Balken  biegen,  und  wenn  wir  die  Vorstellung 

festhalten,  dafs  der  prismatische  Körper 
aus  lauter  Fasern  bestehe,  welche  mit 
seiner  Längenaxe  parallel  sind,  so 
müssen  zufolge  dieser  Biegung  die  Fa- 
sern der  oberen  Hälfte  ausgedehnt,  also 
verlängert,  die  Fasern  der  unteren  Hälfte 
dagegen  zusammengedrückt,  also  ver- 
kürzt werden.  Aber  es  ist  leicht  ein- 
zusehen, dafs  die  Ausdehnung  an  der  oberen  Begrenzungsfläche,  die  Ver- 
kürzung dagegen  an  der  unteren  Begrenzungsfläche  des  Prismas  am 
stärksten  ist,  und  dafs  Ausdehnung  sowol  als  Verkürzung  nach  der  Mitte 
zu  abnehmen,  so  dal's  es  in  der  Mitte  eine  Faserschicht  geben  mufs,  welche 
weder  eine  Ausdehnung  noch  eine  Zusammendrückung  erleidet,  und  welche 
man  deshalb  die  neutrale  Faserschicht  nennt. 

So  lange  die  Biegung  innerhalb  der  Grenze  der  vollkommenen  Ela- 
sticität  bleibt,  sind  die  in  den  einzelnen  Fasern  durch  die  Biegung  her- 
vorgerufenen Spannungen  den  spannenden  Kräften  gleich;  da  aber  die 
spannenden  Kräfte  den  hervorgebrachten  Ausdehnungen  und  Verkürzungen 
der  Fasern  proportional  sind,  und  von  der  neutralen  Faserschicht  an  ge- 
rechnet nach  oben  hin  die  Ausdehnung,  nach  unten  hin  die  Verkürzung 
wächst,  so  dafs  sowol  die  Ausdehnung  als  auch  die  Verkürzung  einer  Faser 
ihrem  Abstände  von  der  neutralen  Faserschicht  proportional,  und  an  den 
Begrenzungsflächen  des  Prismas  am  gröfsten  ist;  so  sind  auch  die  in  den 
Fasern  durch  die  Biegung  hervorgerufenen  Spannungen  dem  Abstände  der 
Fasern  von  der  neutralen  Faserschicht  proportional  und  an  den  Begrenzungs- 
flächen des  Prismas  am  gröfsten. 


Fig.  1. 
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Da  ferner  die  spannenden  Kräfte  auf  der  einen  Seite  der  neutralen 
Faserschicht  eine  Ausdehnung,  auf  der  anderen  Seite  dieser  Schicht  aber 
eine  Verkürzung  des  Prismas  hervorzubringen  streben,  und  die  Richtungen 
dieser  Spannungen  unter  sich  und  mit  der  neutralen  Faserschicht  parallel 
sind,  so  mufs,  wenn  die  neutrale  Faserschicht,  also  das  Prisma  selbst, 
weder  eine  Verlängerung  noch  eine  Verkürzung  erleiden  soll,  die  Summe 
dieser  spannenden  Kräfte  auf  der  einen  Seite  der  Summe  der  spannenden 
Kräfte  auf  der  andern  Seite  gleich  sein,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Summe 
der  in  dem  Querschnitte  erzeugten  Spannungen  mufs  ==  0  sein.  Dieses 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  neutrale  Faserschicht  durch  den  Schwer- 
punkt des  Querschnittes  geht.  Die  neutrale  Faserschicht  hat  daher  eine 
solche  Lage,  dafs  sie  die  Schwerpunkte  sämtlicher  Querschnitte  in  sich 
aufnimmt.  Diejenige  Faser  der  neutralen  Schicht,  welche  mit  der  Schwer- 
punktsaxe  des  Prismas  zusammenfällt,  wird  die  elastische  Linie  des 
Prismas  genannt. 

Die  über  der  neutralen  Schicht  liegenden  Fasern  sind  ausgedehnt 
und  haben  das  Bestreben  sich  wieder  zu  verkürzen,  während  die  unter 
der  neutralen  Schicht  liegenden  Fasern  zusammengedrückt  sind  und  das 
Bestreben  haben  sich  wieder  auszudehnen.  Denken  wir  uns  nun  irgendwo 
durch  das  Prisma  eine  Querschnittsebene  gelegt,  welche  auf  seiner  Axe 
senkrecht  steht,  so  wird  bei  der  Biegung  des  Prismas  diese  Ebene  um 
diejenige  gerade  Linie,  in  welcher  sie  von  der  neutralen  Faserschicht  ge- 
'  schnitten  wird,  wie  um  eine  Axe  gedreht,  weshalb  man  auch  diese  Durch- 
schnittslinie die  neutrale  Axe  des  Querschnittes  nennt. 

Die  zu  beiden  Seiten  dieser  neutralen  Axe  in  dem  Querschnitte  ent- 
stehenden Spannungen  der  Fasern  haben  demnach  das  Bestreben,  den 
Querschnitt  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückzudrehen ;  und  für 
den  Zustand  des  Gleichgewichts  mufs  daher  das  Moment  der  biegenden 
Kraft,  in  Beziehung  auf  diesen  Querschnitt,  der  Summe  der  Momente 
sämtlicher  in  dem  Querschnitte  entstandener  Spannungen  in  Beziehung 
auf  die  neutrale  Axe  des  Querschnittes  gleich  sein. 

Um  dieses  Alles  anschaulich  zu  machen  und  eine  Momentengleichung 
für  den  so  eben  erwähnten  Gleichgewichtszustand  zu  formieren,  sei  AB  CD, 
Figur  2,  ein  Längendurchschnitt  des  gebogenen  Prismas  und  MMi  sei  der 
Durchschnitt  der  neutralen  Schicht.  Es  sollen  ferner  EF  und  AB  zwei 
zur  Axe  des  Prismas  normale  Ebenen  oder  Querschnitte  vor  der  Biegung 
sein;  und  während  AB  seine  Lage  durch  die  Biegung  nicht  geändert  hat, 
soll  EF  durch  die  Biegung  in  die  Lage  GH  gekommen  sein. 

Es  stellt  dann  E  G  die  Verlängerung  dar,  welche  die  äufserste  Faser- 
schicht BE,  und  HF  stellt  die  Verkürzung  dar,  welche  die  äufserste  Faser- 

Wenck,  Baumechanik.  2 
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schicM  AF  dnrch  die  Biegung  erlitten  hat,  während  die  mit  EG  und  FH 
parallelen  Linien,  innerhalb  der  Dreiecke  GEK  und  FHK,  die  Verlänge- 
rungen und  beziehungsweise  Verkürzungen  der  übrigen  nach  der  neutralen 
Faserschicht  zu  gelegenen  Schichten  darstellen;  die  neutrale  Faserschicht 
selbst  aber  weder  eine  Verlängerung  noch  eine  Verkürzung  erlitten  hat. 

Bezeichnen  wir  den  Normal- 
abstand der  Ebenen  AB  und  EF 
vor  der  Biegung  mit  X,  so  ist  dieses 
die  Länge  einer  jeden  Paser  zwischen 
diesen  beiden  Ebenen  vor  der  Bie- 
gung; bezeichnet  ferner  a  diejenige 
Verlängerung  oder  Verkürzung, 
welche  eine  Faserschicht  vom  Quer- 
schnitte f  in  einer  Entfernung  x  von 
der  neutralen  Faserschicht  erleidet, 
endlich  p  diejenige  Kraft,  welche 
diese  Verlängerung  oder  Verkürzung 
hervorbringt,  so  ist 

«Ef 

Fig.  2.  P  =  ~l~ 

Bezeichnen  wir  die  Abstände  der  oberen  und  unteren  Begrenzungs- 
fläche des  Prismas  von  der  neutralen  Faserschicht  mit  e  und  die  Aus- 
dehnung oder  Verkürzung,  welche  eine  in  diesen  Begrenzungsflächen 
liegende  Faser  erleidet,  mit  a,  so  haben  wir,  weil  die  Ausdehnung  oder 
Verkürzung  einer  Faser  ihrem  Abstände  von  der  neutralen  Faserschicht 
proportional  ist,  die  Proportion 


und  hieraus 


ax 
e 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  a  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  er- 
halten wir 


P  = 


axEf 


aE 


.fx 


eA 

und  es  ist  f  x  das  statische  Moment  des  Flächenelementes  f  in  Beziehung 
auf  die  neutrale  Axe  des  Querschnittes. 

Da  sich  der  vorstehende  Ausdruck  auf  eine  beliebige  Faserschicht  f 
in  einer  beliebigen  Entfernung  x  von  der  neutralen  Faserschicht  bezieht, 
und  da  er  also  für  eine  beliebige  Faserschicht  gilt,  so  gilt  er  folglich  für 
jede  Faserschicht. 
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Denken  wir  uns  nun  das  Prisma  in  eine  sehr  grofse  Anzahl  von 
Faserschichten  zerlegt,  deren  Querschnitte  mit 

fi,  f2,  f3  .  .  . 

und  deren  Abstände  von  der  neutralen  Faserschicht  mit 

Xi,  X2,  X3  .  .  . 

bezeichnet  werden  mögen,  und  bezeichnen  diejenigen  Kräfte,  welche  bei 
der  Biegung  die  Verlängerungen  oder  Verkürzungen  dieser  Faserschichten 
erzeugen,  mit 

Pi,  P2,  P3  .  .  . 

so  haben  wir  die  Gleichungen 

aE  „ 
Pi==^.fixi 

aE  „ 
aE  „ 
u.  s.  f. 

Da  aber  innerhalb  der  Grenze  der  vollkommenen  Elasticität  die  durch 
die  Biegung  in  den  Fasern  hervorgerufenen  Spannungen  den  spannenden 
Kräften  gleich  sind,  so  stellen  auch  die  vorstehenden  Gleichungen  die  in 
den  Fasern  hervorgerufenen  Spannungen  oder  diejenigen  Kräfte  dar,  welche 
das  Bestreben  haben,  dem  Prisma  die  Form,  welche  es  vor  der  Biegung 
hatte,  wiederzugeben,  also  den  von  uns  betrachteten  Querschnitt  aus  der 
Lage  GH  wieder  in  die  Lage  EF  zu  bringen,  oder  um  seine  neutrale 
Axe  zu  drehen,  und  es  sind  mithin  diese  Spannungen  den  statischen  Mo- 
menten der  Flächenelemente  in  Beziehung  auf  die  neutrale  Axe  des  Quer- 
schnittes proportional. 

Addieren  wir  diese  Gleichungen,  so  erhalten  wir 

Pi  +  P2  +  PS  +  . . .  =  ^  (fi  xi  +  f. X2  -f-  fs  X3  +  . . .) 
wofür  wir  die  Bezeichnung  einführen  wollen 

^(P)  =  ^:s(fx) 

und  es  ist  i;(p)  die  Summe  aller  in  den  Fasern  des  Querschnittes  hervor- 
gerufenen Spannungen,  ^(fx)  aber  ist  die  Summe  der  statischen  Momente 
aller  Flächenelemente  des  Querschnittes  in  Beziehung  auf  die  neutrale  Axe 
desselben  als  Drehungsaxe.  Da  nun  das  Prisma  selbst  weder  eine  Ver- 
längerung noch  eine  Verkürzung  erleiden  soll,  so  mufs  ^(p)  =  0  sein; 
es  mufs  daher  auch  ^(fx)  =  0  sein,  was  aber  nur  möglich  ist,  wenn 
die  Drehungsaxe ,  also  die  neutrale  Axe  des  Querschnittes ,  durch  den 
Schwerpunkt  desselben  geht  oder  eine  Schwerlinie  ist. 

Wird  eine  jede  der  in  den  Fasern  hervorgerufenen  Spannungen  mit 
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dem  Abstände  der  betreffenden  Faser  von  der  neutralen  Schiebt  multipliciert, 
so  erhält  man  die  statischen  Momente  dieser  Spannungen  in  Beziehung 
auf  die  neutrale  Faserschicht ,  also,  mit  Eücksicht  auf  den  betrachteten 
Querschnitt,  in  Beziehung  auf  die  neutrale  Axe  desselben. 

Diese  statischen  Momente  sind  daher 

aE   „  „ 
Pixi  = -^.fixi2 

aE  „  „ 
aE   „  „ 

P3X3  =  -^.f3X32 
U.  S.  f. 

Wenn  wir  diese  Gleichungen  addieren,  so  erhalten  wir 

PlXi  +P2X2+  .  .  .  =  ^  (fiXi2  +  f2X22  +  .  ,  .) 

wofür  wir  wieder  die  Bezeichnung  einführen  wollen 

i(px)  =  ^i(fx2) 

und  es  ist  ^(fx^)  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  in  dem  Quer- 
schnitte durch  die  Biegung  des  Prismas  erzeugten  Spannungen  in  Beziehung 
auf  die  neutrale  Axe  des  Querschnittes  als  Drehungsaxe. 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  betrachteten  Querschnittes  vom 
Angriffspunkte  der  biegenden  Kraft  P  mit  z,  so  ist  das  .  Moment  dieser 
Kraft,  womit  sie  den  Querschnitt  in  seine  veränderte  Lage  GH  gebracht 
hat  oder  um  seine  neutrale  Axe  zu  drehen  strebt, 

Pz 

Da  nun  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  das  Moment  der  biegen- 
den Kraft  der  Summe  der  Momente  sämtlicher  in  dem  Querschnitte 
entstandener  Spannungen  gleich  sein  mufs,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

Pz  =  -^.:s(fx2) 

Der  Ausdruck  ^(fx^)  ist  stets  von  der  Form  des  Querschnittes  ab- 
hängig und  mufs  für  einen  jeden  Querschnitt  besonders  berechnet  werden. 
Er  ist  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Beziehung 
auf  die  horizontale  Schwerlinie  als  Drehungsaxe.  Bezeichnen  wir  dieses 
Trägheitsmoment  allgemein  mit  T,  so  ist  die  Gleichung 

Pz  =  A-ET 
ex 

Ist  der  Normalabstand  der  Ebenen  AB  und  EF,  den  wir  mit  l  be- 
zeichnet haben,  sehr  klein,  so  kann  man  LK  =  LM  setzen  und  es  ist 
dieses  dann  der  Krümmungshalbmesser  der  neutralen  Schicht  für  die 


21 


Strecke  X.  Dann  sind  aber  auch  die  Dreiecke  LKM  und  KGE  gleich- 
schenkelig  und  ähnlich  und  es  besteht  die  Proportion 

KM  GE 

KL  "  GK 

Nun  ist  KM  =  GE  =  a,  GK  =  e,  und  setzen  wir  den  Krüm- 
mungshalbmesser KL  =  (),  so  ist  die  Proportion 

l    a 

oder  auch 

a    e 

%  Q 

d.  h.  die  Ausdehnung  einer  Faser  verhält  sich  zur  Länge  derselben  wie 
ihr  Abstand  von  der  neutralen  Schicht  zum  Krümmungshalbmesser. 
Aus  dieser  Proportion  folgt  nun  die  Gleichung 

1   

^  e/l 

und  setzen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  ihre  rechte  Seite  in 
die  obige  Momentengleichung  ein,  so  erhalten  wir 

Pz  =  -.ET 
(> 

Das  Produkt  ET  nennt  man  das  Biegungsmoment  des  Quer- 
schnittes und  aus  der  Gleichung  folgt  daher,  dafs  das  Biegungsmoment 
dem  Elasticitätsmodul  des  Stolfes  und  dem  Trägheitsmomente  des  Quer- 
schnittes proportional  ist,  dafs  es  also  von  der  materiellen  Beschaffenheit 
des  Körpers  und  von  der  Form  des  Querschnittes  des  Prismas  abhängt. 

Bei  prismatischen  Körpern  sind  alle  Querschnitte  congruent,  daher 
ist  das  Biegungsmoment  für  alle  Querschnitte  dasselbe. 

Aus  der  Gleichung  folgt  weiter 

ET 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  der  neutralen  Schicht  ist  dem  Biegungs- 
momente direkt,  dem  Kraftmomente  aber  umgekehrt  proportional. 

Bei  einem  prismatischen  Körper  hat  ET  für  jeden  Querschnitt  den- 
selben Wert,  daher  hängt  für  dieselbe  Kraft  P  der  Wert  von  q  vom  Werte 
des  Hebelarmes  z  ab,  und  es  ist  mithin  der  Krümmungshalbmesser  da 
am  kleinsten,  also  die  Krümmung  am  stärksten,  wo  der  Hebelarm  der 
Kraft  am  gröfsten  ist. 

Hiernach  erleidet  das  von  uns  betrachtete  Prisma  bei  A  die  stärkste 
Biegung,  weil  für  den  Querschnitt  AB  der  Hebelarm  der  Kraft  am 
gröfsten  und  folglich  der  Krümmungshalbmesser  der  neutralen  Schicht 
am  kleinsten  ist. 

Da  die  Biegung  stets  nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man  den  Hebelarm 
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der  Kraft  für  den  Querschnitt  AB  gleich  der  Länge  1  des  Prismas  setzen. 
Wir  erhalten  dann  für  diesen  Querschnitt  die  Gleichung 


Die  Abbiegung  oder  Senkung,  welche  das  Prisma  erleidet,  ist  bei  D 
am  gröfsten.  Diese  Abbiegung  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  der 
elastischen  Linie,  deren  Entwickelung  mit  elementaren  Mitteln  nicht  mög- 
lich ist.  Bezeichnen  wir  die  Gröfse  der  Senkung  am  Ende  des  Prismas 
mit  s,  so  ist 

^  "~  ET  •  8 

Wenn  die  biegende  Kraft  P  so  grofs  wird,  dafs  eine  Zerstörung  der 
Fasern  durch  Zerreifsen  oder  Zerdrücken,  also  ein  Bruch  erfolgt,  so  wird 
dieses  in  dem  Querschnitte  AB  geschehen,  weil  hier  die  Biegung  am 
stärksten  ist.  Ein  solcher  Querschnitt  wird  die  Brechungsebene  oder  der 
gefährliche  Querschnitt  des  Körpers  genannt. 

Bezeichnet  a  die  Ausdehnung  oder  Verkürzung,  welche  die  an  der 
oberen  oder  unteren  Begrenzungsfläche  des  Prismas  liegenden  Fasern  er- 
leiden, so  haben  wir  für  den  Querschnitt  AB  die  Gleichung 

PI  =  -^.ET 
el 

Ist  nun  d  die  Ausdehnung  oder  Verkürzung,  welche  ein  Faserbündel, 
dessen  Querschnitt  die  Flächeneinheit  ist,  an  der  oberen  oder  unteren 
Begrenzungsfläche  des  Prismas  bis  dahin  erleidet,  wo  es  zerrissen  oder 
zerdrückt  wird,  so  ist,  wie  wir  das  früher  gesehen  haben, 

A  _  A 

1  "~  E 

Für  diesen  Fall  haben  wir  daher  in  die  obige  Gleichung  -j  oder  das 

gleiche        für  —  einzusetzen.    Diese  Substitution  giebt  aber 

T 

P1  =  K.— 
e 

oder 

T 
el 

wo  nun  P  diejenige  Kraft  sein  würde,  welche  einen  Bruch  des  Prismas 
in  dem  Querschnitte  AB  herbeiführt. 
T 

Der  Ausdruck  —  wird  das  Widerstandsmoment  des  Quer- 
schnittes genannt  und  es  hängt  dieses  lediglich  von  der  Form  des  Quer- 
schnittes ab,  denn  es  ist  dem  Trägheitsmomente  des  Querschnittes  direkt, 
dem  Abstände  der  äufsersten  Faser  aber  von  der  neutralen  Schicht  um- 
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gekehrt  proportional.  Bei  einem  prismatischen  Körper  ist  daher  das  Wider- 
standsmoment für  einen  jeden  Querschnitt  dasselbe. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  den  Sicherheitsmodul  k  für  den 
Festigkeitsmodul  K,  so  geht  sie  über  in 

T 

P  =  k  . 

el 

und  es  stellt  nun  P  diejenige  Last  dar,  welche  das  Prisma  mit  Sicher- 
heit tragen  kann,  also  die  Tragkraft  desselben  für  den  Fall,  dafs  es  mit 
dem  einen  Ende  festgehalten  wird  und  an  dem  andern  freien  Ende  die 
Last  wirkt. 

b.   Belastung  und  Unterstützung. 

Wir  haben  bis  jetzt  angenommen,  die  biegende  Kraft  P  wirke  an 
dem  freien  Ende  des  prismatischen  Körpers;  ist  nun  aber  eine  Last  P 
über  die  ganze  Länge  des  Prismas  gleichmäfsig  verteilt,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  dieser  Last  in  der  halben  Länge  des  Prismas,  ihr  Hebelarm 
ist  mithin  2 1  und  das  auf  Bruch  wirkende  Moment  ist  F.i  1.  Wir  haben 
daher  für  die  Tragfähigkeit  des  Prismas  die  Gleichung 

T 

p,H  =  k.  — 
e 

woraus  für  die  Tragkraft  desselben  folgt 

T 

Das  Prisma  trägt  mithin,  wenn  die  Last  gleichmäfsig  über  die  Länge 
desselben  verteilt  ist,  zweimal  so  viel,  als  wenn  die  Last  an  dem  freien 
Ende  desselben  wirkt. 

Die  Abbiegung,  welche  das  freie  Ende  des  Prismas  erleidet,  ist  in 

diesem  Falle  «  _  ü 

^  —  ET  •  8 

Wird  das  Gewicht  des  Prismas  mit  G  bezeichnet,  so  ist  dieses  eine 
in  seinem  Schwerpunkte  angreifende  Kraft,  der  Hebelarm  dieser  Kraft  ist 
5  1  und  mithin  ist  G  .  H  das  Moment  derselben.  Soll  daher  das  Gewicht 
mit  berücksichtigt  werden,  so  ist  für  den  Fall,  dafs  die  Last  P  am  freien 
Ende  wirkt,  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

pl-f.G.U  =  k.^ 
und  daher  die  Tragkraft  T 

Die  Gröl'se  der  Abbiegung  des  freien  Endes  ist  in  diesem  Falle 
^       ET  •  3  +  ET  •  8 


V3  ^  8 /ET 
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Diese  Gleichungen  gelten  auch  dann,  wenn  das  Prisma  am  freien  Ende 
die  Last  P  und  eine  über  seine  Länge  gleichmäfsig  verteilte  Last  G  trägt. 

Für  den  Fall,  dafs  die  Last  P  über  die  ganze  Länge  des  Prismas 
gleichmäfsig  verteilt  ist,  wird  unter  Berücksichtigung  des  Gewichts  die 
Gleichung  für  die  Tragkraft 


und  die  Tragkraft 


P.H-t-G.U  =  k.-^ 


P=  2.k.— ~G 
e 


die  Gröfse  der  Abbiegung  des  freien  Endes  ist  in  diesem  Falle 

_  P  +  G  J3 
^  ~     ET    •  8 

Das  Gewicht,  welches  ein  Körper  von  prismatischer  Form  haben  kann, 
um  sich  mit  Sicherheit  selbst  zu  tragen,  erhält  man,  wenn  man  in  der 
vorstehenden  Gleichung  P  =  0  setzt;  dieses  Gewicht  ist  sodann 

T 
el 

Löst  man  die  Gleichung  für  1  auf,  so  erhält  man 

2k  T 
G  •  e 

Man  erhält  mithin  die  Lange  eines  prismatischen  Körpers,  für  welche  er 
sich  selbst  mit  Sicherheit  trägt,  wenn  man  den  doppelten  Sicherheitsmodul 
durch  das  Gewicht  des  Körpers  dividiert  und  diesen  Quotienten  mit  dem 
Widerstandsmomente  multipliciert. 

Die  Gröfse  der  Abbiegung,  welche  das  freie  Ende  des  prismatischen 
Körpers  durch  sein  eigenes  Gewicht  erleidet,  ist 

G  P 
^~  ET  *  8 

Wenn  eine  Kraft  P  in  der  Ent- 
fernung a  von  der  Befestigungs- 
stelle des  Prismas  angreift,  Figur  3, 
so  ist  die  Gleichung  für  die  Trag- 

e 

und  die  Tragkraft  selber 
ea 

,  Die  Gröfse  der  Abbiegung,  welche  das  freie  Ende  des  Prismas  in 
diesem  Falle  erleidet,  ist 

Pa^  /.  a\ 

Wenn  nun  mehrere  parallele  Kräfte  Pi ,  P2 ,  P3  in  den  Entfernungen 
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ai,  a'2,  a3  von  der  Befestigung-sstelle  des  Prismas  angreifen,  Figur  4,  und 
wenn  wir  die  Resultante  aus  diesen  Kräften  mit  P  bezeichnen,  so  ist 

P  =  Pi  +  P2  +  P3 
Bezeichnen  wir  ferner  den  Abstand  der  Resultante  von  der  Befestigungs- 
stelle mit  a,  so  ist,  weil  das  Moment  der  Resultante  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  Componenten  ist, 

(Pi  +  P2  +  P3)  a  =  Piai  +  P2a2  +  Psas 

und  hieraus 

P.+  P^+Pa 

die  Grleichung  für  die  Tragkraft  ist 
sodann 


e 

und  wenn  man  für  P  und  a  ihre  Werte 
setzt 


Fig.  4. 


P,ai  +  P2a.2+P3a3=k.-^ 


Die  Gröfse  der  Abbiegung,  welche  das  freie  Ende  des  Prismas  er- 
leidet, ist  ^  _   Pa^       _  _a  \ 
^~  2ET  V        3  ; 
und  man  kann  nun  für  P  und  a  die  eben  bestimmten  Werte  einsetzen. 

Trägt  das  Prisma  aufserdem  die  gleichmäfsig  verteilte  Last  Q,  so  ist  i  1 
der  Hebelarm  und  Q .  i  1  das  Moment  derselben ;  die  G-leichung  für  die  Trag- 


kraft ist  sodann 


Piai-}-P2a2+P3a3  +  i 


e 


Liegt  das  Prisma  AB,  Figur  5,  mit  seinen  beiden  Enden  frei  auf 
und  greift  im  Mittelpunkte  C  desselben  das  Gewicht  P  an,  so  übt  das 
Prisma  auf  einen  jeden  seiner  Unterstützungspunkte  einen  Druck  aus. 
Dieser  Druck  ist  von  dem  Auflager  aufzunehmen.  Für  den  Zustand  der 
Ruhe  und  des  Grleichgewichts  mufs  das  Auflager  einen  Widerstand  ausüben, 
welcher  dem  Drucke  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Ein  solcher 
Widerstand  wird  Auflagerreaction  genannt.   Da  nun  das  Prisma  in 
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seinen  beiden  Endpunkten  unterstützt  ist,  so  entstehen  zwei  Auflager- 
reaktionen und  zwar  in  den  Punkten  A  und  B.  Da  ferner  das  Gewicht  P 
vertikal  abwärts  wirkt,  und  daher  ein  jeder  Auflagerdruck  ebenfalls  vertikal 
abwärts  gerichtet  ist,  so  müssen  die  Auflagerreaktionen  vertikal  aufwärts 
wirken.  Wenn  nun  in  vertikaler  Kichtung  keine  Bewegung  stattfinden 
soll,  so  mufs  die  Summe  aller  vertikal  gerichteten  Kräfte  gleich  null  sein. 
Bezeichnen  wir  die  Auflagerreaktion  in  A  mit  Pa  und  die  Auflagerreaktion 
in  B  mit  Pb,  so  haben  wir  die  Bedingungsgleichung 

P  —  Pa  —  Pb  =  0 

woraus  ^      ^  _ 

P  =  Pa  +  Pb 

d.  h.  die  Summe  der  Auflagerreaktionen  ist  gleich  der  Belastung  des  pris- 
matischen Körpers. 

Die  drei  Kräfte  P,  Pa  und  Pb  haben  aber  auch  das  Bestreben  das 
Prisma  zu  drehen;  und  wenn  daher  eine  Drehung  nicht  stattfinden  soll, 
so  mufs  die  Summe  der  Momente  dieser  drei  Kräfte  in  Beziehung  auf  den 
Drehpunkt  gleich  null  sein. 

Nehmen  wir  nun  zunächst,  um  die  Auflagerreaktionen  zu  bestimmen, 
den  Punkt  A  als  Drehpunkt  an,  so  ist  der  Hebelarm  der  in  A  vorhan- 
denen Auflagerreaktion  Pa  gleich  null,  daher  ist  das  Moment  dieser  Kraft 
ebenfalls  gleich  null.  Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Prismas  mit  1,  so 
ist  der  Hebelarm  des  Gewichts  P  gleich  H  und  der  Hebelarm  der  Auf- 
lagerreaktion Pb  gleich  1,  daher  sind  P .  H  und  Pb  .  1  die  Momente  dieser 
Kräfte  in  Beziehung  auf  den  Punkt  A  als  Drehpunkt;  und  da  beide  die 
Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  bewirken  streben,  so  haben  wir 
für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  die  Bedingungsgleichung 

P .  H  —  Pb  .  1  =  0 

Hieraus  folgt  aber  ^ 

Pb  ==  5P 

und  aus  der  Gleichung 

P  —  Pa  —  Pb  =  0 

folgt  dann  weiter 

Pa  =  iP 

Nehmen  wir  den  Punkt  B  als  Drehpunkt  an,  so  erhalten  wir  das- 
selbe Eesultat. 

Greift  daher  das  Gewicht  P  im  Mittelpunkte  des  Prismas  an,  so  ist 
ein  jeder  Auflagerdruck  und  eine  jede  Auflagerreaktion  gleich  der  Hälfte 
des  Gewichts. 

Die  drei  Kräfte  P,  Pa  und  Pb  haben  aber  auch  das  Bestreben  das 
Prisma  um  den  Mittelpunkt  eines  jeden  Querschnittes  zu  drehen,  also  das 
Prisma  zu  zerbrechen,  und  es  haben  die  Innern  Kräfte  des  Prismas  diesem 
Drehungsbestreben  Widerstand  zu  leisten.  Da  nun  das  Widerstandsmoment 
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in  einem  jeden  Querschnitte  des  Prismas  dasselbe  ist,  so  mufs  der  gefähr- 
liche Querschnitt  derjenige  sein,  für  welchen  das  auf  Bruch  wirkende  Mo- 
ment am  gröfsten  ist.  Um  dieses  zu  untersuchen,  wollen  wir  einen  be- 
liebigen Querschnitt  in  der  Entfernung  x  vom  Auflager  A  zwischen  den 
Punkten  A  und  C  betrachten.  Auf  der  einen  Seite  dieses  Querschnittes 
wirkt  die  Auflagerreaktion  I  P  im  Punkte  A  am  Hebelarm  x  und  ihr 
Moment  ist  daher  I  P  .  x ;  auf  der  andern  Seite  des  Querschnittes  wirkt  die 
Auflagerreaktion  A  P  im  Punkte  B  am  Hebelarm  1  —  x,  so  dafs  ihr  Mo- 
ment in  Beziehung  auf  den  Querschnitt  5  P  (1  —  x)  ist ;  diesem  Momente 
wirkt  aber  entgegen  das  Moment  der  Kraft  P  am  Hebelarm  H  —  x ,  so 
dafs  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  den  Querschnitt  P  (H  —  x)  ist.  Das  auf 
Bruch  wirkende  Moment  auf  dieser  Seite  des  Querschnittes  ist  daher 
^  P  (1  —  x)  —  P  (H  —  x)  = 
IPl  —  ^Px  —  iPl+Px  =  iPx 

Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  die  auf  Bruch  wirkenden  Momente  zu 
beiden  Seiten  des  Querschnittes  gleich  sind,  wie  es  sein  mufs,  wenn  das 
Prisma  selbst  nicht  gedreht  werden  soll,  sondern  wenn  nur  das  Wider- 
standsmoment des  Querschnittes  dem  Bruchmomente  entgegengesetzt  wirken 
darf.  Mithin  ist  es  gleichgiltig ,  für  welche  Seite  des  Querschnittes  das 
Bruchmoment  berechnet  wird. 

Der  Wert  des  Bruchmoments  ^Px  ist  nun  offenbar  von  dem  Werte 
von  X  also  von  der  Lage  des  Querschnittes  abhängig,  und  wir  haben  daher 
noch  zu  untersuchen,  für  welchen  Wert  von  x  das  Bruchmoment  am 
gröfsten,  oder  ein  Maximum  wird. 

Ist  X  =  0 ,  so  ist  das  Bruchmoment  gleich  null.  Dieses  heifst  aber, 
die  Kräfte  besitzen  kein  Bestreben  das  Prisma  in  dem  Auflagerpunkte  A 
zu  zerbrechen.  Wächst  x  vom  Anflagerpunkte  A  nach  der  Mitte  des 
Prismas  zu,  so  wächst  auch  das  Bruchmoment,  und  liegt  x  in  der  Mitte 
des  Prismas,  ist  also  x  =  H  so  wird  das  Bruchmoment 

I  p .  1 1  =  i  P  .  1 

Geht  X  über  die  Mitte  des  Prismas  hinaus,  wird  also  x  gröfser  als 
2 1,  so  wirkt  das  Gewicht  P  am  Hebelarm  x  —  H  der  Auflagerreaktion  im 
Punkte  A  entgegen  und  das  Bruchmoment  wird  daher 
iPx  — P(x  — U)  = 
/  IPx  — Px  +  ^Pl  =  iP(l  — x) 

Da  aber  x  gröfser  als  2 1  ist,  so  ist  1  —  x  kleiner  als  1 1  und  mithin 
das  Moment  ^  P  (1  —  x)  kleiner  als  das  Moment  I P  .  1 1.  Je  mehr  x  wächst, 
um  so  kleiner  wird  das  Moment  5P(1  —  x)  und  wenn  x  gleich  1  wird, 
das  ist  der  gröfste  Wert,  den  x  annehmen  kann,  so  wird  dieses  Moment 
gleich  null. 
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"Wir  sehen  hieraus,  dafs  das  Bruchmoment  in  den  Auflagern  selbst 
gleich  null  ist,  dafs  es  von  den  Auflagern  nach  der  Mitte  des  Prismas 
zu  wächst,  und  dafs  es  in  der  Mitte  des  Prismas  am  gröfsten  ist.  Daher 
liegt  der  gefährliche  Querschnitt  in  der  Mitte  des  Prismas,  denn  hier 
würde  der  Bruch  erfolgen,  wenn  ein  solcher  eintreten  sollte.  Das  Moment 
aber,  welches  den  Bruch  herbeiführt,  also  das  Maximalmoment  ist  iPl. 
Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  des  Prismas  ist  nun 

T 


iPl  =  k 


und  die  Tragkraft  selber 


T 
el 


Die  Gröfse  der  Abbiegung  oder  Senkung,  welche  das  Prisma  in  der 

Mitte  erleidet,  ist  ^  Jl 

ET  *  48 

Ist  die  Last  P  über  das  Prisma  gleichmäfsig  verteilt,  Fig.  6,  so 
liegt  der  Schwerpunkt  derselben  in  der  Mitte,  und  es  ist  ebenso,  als  ob 
die  Last  in  der  Mitte  des  Prismas  wirkte.  Es  ist  daher  der  Druck  in 
einem  jeden  der  beiden  Auflager  und  folglich  auch  die  Auflagerreaktion 
gleich  iP. 


Fig.  6. 


Um  das  Bruchmoment  zu  ermitteln,  betrachten  wir  wieder  einen  Quer- 
schnitt in  der  Entfernung  x  vom  Auflager  A  zwischen  den  Punkten  A 
und  C ;  dann  ist  das  Moment  der  Auflagerreaktion  in  A  in  Beziehung  auf 
diesen  Querschnitt  gleich  IPx;  diesem  Momente  entgegen  wirkt  aber  das 
Moment  der  Belastung  der  Strecke  x.  Bezeichnen  wir  die  Belastung  der 
Längeneinheit  mit  /,  so  ist  ;'x  die  Belastung  der  Strecke  x,  und  da  der 
Schwerpunkt  dieser  Belastung  in  der  Mitte  der  Strecke  liegt,  so  ist  ^x 
ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  den  Querschnitt.  Das  Moment  dieser  Be- 
lastung ist  daher  7  x .  5  x.    Demnach  ist  nun  das  Bruchmoment 

^  Px  —  /x . 1 X 

Es  ist  aber  P  =  /l,  daher  auch  das  Bruchmoment 
{  ylx  —  yx        =  l  y^il  —  x) 
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Für  X  =  0  ist  das  Moment  gleich  null  und  für  x  =  1  ist  das  Mo- 
ment ebenfalls  gleich  null,  denn  in  einem  jeden  dieser  beiden  Fälle  wird 
einer  der  beiden  Faktoren  null.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  in  den  Auflager- 
punkten das  Bruchmoment  gleich  null  ist. 

Wächst  X  von  null  bis  1,  so  nimmt  der  eine  Faktor  x  beständig  zu, 
der  andere  Faktor  1  —  x  aber  nimmt  beständig  und  bis  zu  null  ab.  Es 
mufs  daher  das  Produkt  von  x  =  o  an  wachsen ,  einen  gröfsten  Wert 
erlangen  und  von  da  an  wieder  bis  zu  null  abnehmen ;  es  mufs  also  einen 
Wert  von  x  geben ,  für  welchen  das  Produkt  x  (1  —  x)  am  gröfsten  oder 
ein  Maximum  ist.  Ein  solches  Produkt  wird  nun  aber  am  gröfsten,  wenn 
beide  Faktoren  einander  gleich  werden.    Setzen  wir  daher 

X  =  1  —  X 

so  folgt 

x=  U 

Das  Bruchmoment  ist  hiernach  in  der  Mitte  des  Prismas  am  gröfsten, 
daher  liegt  der  gefährliche  Querschnitt  in  der  Mitte  des  Prismas.  Das 
Moment,  welches  den  Bruch  herbeiführt,  erhalten  wir  aber,  wenn  wir  x  =  H 
setzen.    Dieses  gibt  nun  das  Bruchmoment 

1^.11(1  — U)  =  ¥/l.l 
oder  wenn  wir  P  für  y\  setzen 

^Pl 

Die  Gleichung  für  die  Tragfähigkeit  des  Prismas  ist  somit 

T 

iPl  =  k.— 

6 

und  die  Tragkraft  t 

P  =  8.k.4- 
el 

Das  Prisma  trägt  daher,  wenn  die  Last  gleichmäfsig  über  seine  Länge 
verteilt  ist,  zweimal  so  viel,  als  wenn  die  Last  in  der  Mitte  desselben  wirkt. 

Die  Gröfse  der  Abbiegung  oder  Senkung,  welche  das  Prisma  in  der 
Mitte  erleidet,  ist 

—  i.  _Z_  ü. 
^       8  *  ET  •  48 

Wirkt  die  Last  in  einem  beliebigen  Punkte  C,  Figur  7,  dessen  Ab- 
stand von  A  gleich  a  und  dessen  Abstand  von  B  daher  1  —  a  ist,  so  hat 
man  zur  Bestimmung  der  Auflagerreaktionen,  wenn  B  als  Drehpunkt  be- 
trachtet wird,  die  Gleichung 

Pal  — P(l  — a)  =  0 

woraus  folgt 

Es  ist  dann  weiter 

1  — a  a  _ 


Pb  =  P  —  Pa  =  P  — 


1        ~  1 
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Die  Aiiflagerreaction  ist  daher 
im  Punkte  A  gleich 


P  und  im  Punkte  B  gleich  -y  P 


1     *   ^  °'   1 

Je  kleiner  a  ist,  um  so  gröi'ser  ist  daher  die  Auflagerreaktion  in  A, 
und  um  so  kleiner  ist  sie  in  B.  Die  Auflagerreaktion  und  folglich  auch 
der  Auflagerdruck  ist  daher  in  dem  Auflager  gröfser,  welches  der  Be- 
lastungsstelle des  Prismas  näher  liegt  und  in  dem  Auflager  kleiner,  welches 
der  Belastungsstelle  des  Prismas  ferner  liegt. 


Fig.  7. 

Um  das  Bruchmoment  zu  bestimmen,  betrachten  wir  wieder  einen 
Querschnitt  in  der  Entfernung  x  vom  Auflager  A  zwischen  den  Punkten 
A  und  C.  Dann  ist  das  Bruchmoment  der  Auflagerreaktion  in  A  in  Be- 
ziehung auf  den  Querschnitt  j 


P.x 


Für  X  =  0  ist  dieses  Moment  gleich  null ;  wächst  x  von  null  bis  a, 
so  wächst  auch  das  Moment,  und  für  x  =  a  ist  das  Bruchmoment 

1-a 


P  .a 


Wird  x  gröfser  als  a,  so  wirkt  dem  Momente  der  Auflagerreaktion 
in  A  das  Moment  der  Kraft  P  entgegen.  Diese  Kraft  hat  aber  dann  in 
Beziehung  auf  den  betrachteten  Querschnitt  den  Hebelarm  x  —  a,  und  ihr 
Moment  ist  daher  P(x  —  a).    Das  Bruchmoment  ist  demnach 

P(x  — a)== 
Px  — Px+aP  =  Pa  (-^-) 


1 

Px  — 


Px 


als  das  Moment  Pa 


1  ^^.^^        ^"-y  1 

Da  nun  x  gröfser  ist  als  a,  so  ist  1  —  x  kleiner  als  1  —  a  und  folg 
lieh  ist  das  Moment 

Pa^  ^  1  ^  )  S"^^^^®^ 
Dieses  letztere  Moment  wird  aber  um  so  kleiner,  je  mehr  x  wächst 
und  für  x  =  l  wird  das  Moment  gleich  null.    Es  ist  mithin 
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das  gröfste  oder  Maximalmoment.  Der  gefährliclie  Quersclinitt  liegt  folg- 
lich da,  wo  die  Last  P  wirkt. 

Die  Gleichung  für  die  Tragfähigkeit  des  Prismas  ist  mithin 


1  e 


und  die  Tragkraft 


P  =  k. 


e  *  (1  —  a)  a 

Die  Senkung,  welche  das  Prisma  im  Punkte  C  erleidet,  ist 

P      a^l  — a)2 


s  = 


ET  • 
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Fig.  8. 

Greifen  mehrere  parallele  Kräfte  Pi,  P2,  P3,  Figur  8,  in  den  Ent- 
fernungen ai,  a2,  aj  von  dem  Unterstützungspunkte  A  und  demnach  in 
den  Entfernungen  1  —  ai,  1  —  a2,  1  —  aa  von  dem  IJnterstützungspunkte 
B  an,  so  ergeben  sich  die  Auflagerreaktionen  auf  folgende  Weise.  Wenn 
wir  den  Punkt  B  als  Drehpunkt  annehmen,  so  haben  wir  für  die  Auf- 
lageireaktion  in  A  die  Gleichung 

Pal  —  Pi(l  —  a,)  —  P2(l  —  a,)  —  PsU  —  as)  =  0 
und  hieraus 

p  _  Pt(l-a,)  +  P,(l-a,)  +  P3(l-a3) 

Nehmen  wir  ferner  den  Punkt  A  als  Drehpunkt  an,  so  haben  wir 
für  die  Auflagerreaktion  in  B  die  Gleichung 

Pbl  —  Pia,  —  P2a2  —  Paag  =  0 

und  hieraus 

Um  den  gefährlichen  Querschnitt  und  das  ihm  entsprechende  Moment 
zu  bestimmen,  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dafs  der  gefährliche  Quer- 
schnitt mit  einer  der  Angriffsstellen  der  parallelen  Kräfte  zusammenfällt. 
Wir  haben  daher  die  Momente  für  alle  diese  Angriffsstellen  zu  bestimmen 
und  miteinander  zu  vergleichen.  An  derjenigen  Angriffsstelle,  für  welche 
das  Moment  am  gröfsten  ist,  liegt  der  gefährliche  Querschnitt,  und  das 
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ihm  entsprechende  Moment  ist  dann  in  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 
einzusetzen.    Gehen  wir  vom  Auflagerpunkte  A  aus,  so  haben  wir  der 
Reihe  nach  die  Momente 
Pa.ai 

Pa  .  a2  —  Pi  (a2  — -  ai) 

Pa  .  as  —  Pj  (a3  —  ai)  —  P2  (a3  —  a2) 


Fig.  9. 


Wird  das  Prisma  AB,  Figur  9,  mit  seinen  beiden  Enden  festgehalten 
und  greift  im  Mittelpunkte  C  desselben  die  Kraft  P  an,  so  kann  der 
Bruch  an  drei  Stellen,  nämlich  an  den  beiden  Befestigungsstellen  A  und 
B  und  in  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft  erfolgen.  Um  das  Moment  zu 
ermitteln,  welches  den  Bruch  zu  bewirken  strebt,  können  wir  uns  vor- 
stellen, es  werde  das  Prisma  in  der  Mitte  festgehalten  und'  auf  jeder  Seite 
in  den  Mittelpunkten  D  und  E  von  AC  und  BC  wirkten  Kräfte  gleich 
IP,  deren  Entfernung  von  jeder  Bruchstelle  mithin  H  ist,  und  zwar  so, 
dafs  die  Teile  AD  und  BE  nach  unten,  die  Teile  CD  und  CE  aber  nach 
oben  gebogen  werden.    Das  Moment  einer  solchen  Kraft  ist  dann 

iP.H  =  iPl 

und  die  Gleichung  für  die  Tragfähigkeit  des  Prismas  ist  demnach 

iPl  _k.— 
e 

daher  die  Tragkraft 

T 

P  .=  8  .k.-^ 

el 

Die  Gröfse  der  Abbiegung  oder  Senkung,  welche  das  Prisma  in  der 
Mitte  erleidet,  ist 

^  ~"  ET  •  192 

Ist  die  Last  über  das  Prisma  gleichmäfsig  verteilt,  so  ist  die  Tragkraft 

T 

P==12k-V 
el 

und  die  Gröfse  der  Abbiegung,  welche  das  Prisma  in  der  Mitte  erleidet,  ist 

 P  I3 

^       ET  •  384 
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Wird  endlich  das  Prisma  AB,  Figur  10,  mit  dem  einen  Ende  A 
festgehalten,  liegt  es  mit  dem  andern  Ende  B  frei  auf  und  greift  in  seiner 
Mitte  C  die  Last  P  an,  so  ist 

der  Druck  in  B  gleich  A  P  und  der  Druck  in  A  gleich  Ii  P, 
der  gefährliche  Querschnitt  befindet  sich  an  der  Befestigungsstelle  bei  A, 
seine  Tragkraft  ist  aber 


Ist  die  Last  über  das  Prisma  gleichmäfsig  verteilt,  so  ist 
der  Druck  in  B  gleich  IP  und  der  Druck  in  A  gleich  fP, 
und  der  gefährliche  Querschnitt  liegt  in  der  Entfernung  1 1  von  dem 
Auflager  B,  seine  Tragkraft  aber  ist 


Fig.  10. 


c.   Köl'per  von  gleichem  Widerstande. 

Die  in  dem  Vorstehenden  berechneten  Tragkräfte  beziehen  sich  auf 
den  gefährlichen  Querschnitt,  d.  h.  auf  denjenigen  Querschnitt  des  pris- 
matischen Körpers,  in  welchem  der  Bruch  erfolgt.  Wenn  wir  daher  um- 
gekehrt mit  Hilfe  der  aufgestellten  Gleichungen  für  eine  gegebene  Be- 
lastung den  erforderlichen  Querschnitt  des  Prismas  bestimmen,  so  erhalten 
wir  denjenigen  Querschnitt,  in  welchem  der  Bruch  erfolgen  würde.  Diesen 
Querschnitt  braucht  aber  der  Körper  nur  an  derjenigen  Stelle  zu  besitzen, 
an  welcher  der  Bruch  erfolgt.  Je  mehr  sich  ein  Querschnitt  von  dieser 
Brechungsebene  nach  dem  Angriffspunkte  der  brechenden  Kraft  zu  entfernt, 
um  so  kleiner  wird  der  Hebelarm  der  brechenden  Kraft  und  um  so  kleiner 
wird  folglich  das  auf  Bruch  wirkende  Moment;  um  so  kleiner  kann  aber 
auch  der  Querschnitt  gemacht  werden. 

Denn  wenn  in  der  Gleichung 

T 

Pl  =  k.— 
e 

1  abnimmt,  so  nimmt  auch  das  Produkt  PI  ab,  und  es  mufs,  wenn  die 

W  e  n  c  k ,  Baumechanik.  3 
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T 

Gleichung  fortbestehen  soll,  auch  auf  der  rechten  Seite  —  dem  entsprechend 
abnehmen. 

Wenn  Körper  so  gearbeitet  sind,  dafs  bei  veränderlichem  1  für  jeden 
Querschnitt  die  obige  Gleichung  gilt,  so  nennt  man  sie  Körper  von 
gleichem  Widerstande,  denn  es  ist  für  jeden  Querschnitt 

P^e  _ 
T 

also  ein  constanter  Wert. 

Solche  Körper  von  gleichem  Widerstande  sind  in  vielen  Fällen  den- 
jenigen prismatischen  Körpern  vorzuziehen,  welche  überall  den  Querschnitt 
besitzen,  der  nur  für  die  Brechungsebene  erforderlich  ist;  denn  einesteils 
findet  eine  Ersparnis  an  Material  statt,  andernteils  wird  eine  unnötige 
Belastung  vermieden. 

Ist  ein  Körper  mit  dem  einen  Ende  befestigt  und  wirkt  an  dem 
andern  freien  Ende  die  Last,  so  ist  die  Tragkraft  allgemein 

T 
el 

Hat  nun  der  Körper  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Breite  b 
und  der  Höhe  h,  so  ist 

T  _  bh^ 
e  6 

daher 

bh2 


P  =  k. 
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Wird  für  einen  andern  Querschnitt,  dessen  Abstand  vom  Angriffs 
punkte  der  Kraft  mit  x  bezeichnet  werden  mag,  die  Breite  mit  z  und  die 
Höhe  mit  y  bezeichnet,  so  ist  für  diesen  Querschnitt 

bx 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
bh^__  zf_ 

1     ~  X 

Hat  der  Körper  einen  quadratischen  Querschnitt,  ist  also  b  ==  h,  so 
ist  auch  z  -=  y,  daher  entsteht  aus  der  letzten  Gleichung 

h3    y3 

T  ~T 

und  wird  diese  Gleichung  für  y  aufgelöst,  so  erhält  man 

3   

'x 


1 


Hieraus  ergiebt  sich  aber  für  jeden  Wert  von  x  der  zugehörige 
Wert  von  y. 


35 


Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Breite  und  soll  nur  seine  Höhe  sich 
ändern,  so  wird  z  ==  b  und  wir  erhalten  die  Gleichung 


h2 
1 


und  wird  diese  Gleichung  für  y  aufgelöst,  so  erhält  man 

y  =  h|/f 

Da  dieses  die  Gleichung  der  Parabel  ist,  so  ist  jeder  Vertikalschnitt 
des  Körpers  eine  Parabel  und  der  Angriffspunkt  der  Kraft  der  Scheitel 
derselben,  Figur  11. 

Hat  der  Körper  überall  dieselbe 
Höhe  und  soll  nur  seine  Breite  sich 
ändern,  so  wird  y  =  h  und  wir  er- 
halten die  Gleichung 
b  _  ^ 

1  ~  X 

wird  diese  Gleichung  für  z  aufgelöst, 
so  erhält  man 


Fig.  IJ. 


Li    j~  ^ 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  daher  wird  die 
Breite  des  Körpers  von  einer  geraden  Linie  begrenzt  und  jeder  Horizontal- 
schnitt des  Körpers  ist  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  Figur  12,  welches 
aber  auch  in  ein  anderes  Dreieck  verwandelt  werden  kann. 

Ist  der  Querschnitt  des  Kör- 
pers ein  Kreis  vom  Halbmesser  r, 
so  ist 


und 


e 

P  =  k. 


Fig.  12. 


Wird  für  einen  andern  Quer- 
schnitt, dessen  Abstand  vom  An- 
griffspunkte der  Kraft  mit  x  be- 
zeichnet werden  mag,  der  Halbmesser  mit  y  bezeichnet,  so  ist  auch 

7ry3 


k. 


4x 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt 


3* 
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3 

'V- 


und  wird  diese  Gleichung  für  y  aufgelöst,  so  erhält  man 

3 

T 

woraus  für  jeden  Wert  von  x  das  zugehörige  y  sich  ergiebt. 

Ist  der  Körper  mit  dem  einen  Ende  befestigt  und  die  Last  gleich- 
mäfsig  über  ihn  verteilt,  so  ist,  wenn  die  auf  die  Längeneinheit  kommende 
Last  mit  y  bezeichnet  wird, 

P  =  7l 

Der  Hebelarm  dieser  Kraft  ist  aber  h  1,  daher  ist  die  Gleichung  für 
die  Tragkraft 

^l.H  =  k.— 

Hat  der  Körper  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Breite  b  und 
der  Höhe  h,  so  ist 

in      1  bh2 

und 

Ol  bh^ 

Für  einen  andern  Querschnitt,  dessen  Abstand  vom  freien  Ende  des 
Körpers  mit  x  bezeichnet  werden  mag,  ist 

P  =  /x 

und  der  Hebelarm  der  Kraft  ist  h  x.  daher  das  auf  Bruch  wirkende  Moment 

yx  Ax 

Wird  für  diesen  Querschnitt  die  Breite  mit  z  und  die  Höhe  mit  y 
bezeichnet,  so  besteht  die  Gleichung 


und  es  ist  hieraus 


7X.|x  =  k.-^ 


6x^ 

Werden  die  beiden  für  y  erhaltenen  Werte  einander  gleich  gesetzt, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

bh^   zf_ 

Hat  der  Körper  einen  quadratischen  Querschnitt,  ist  also  b  =  h,  so 
ist  auch  z  =  y  und  wir  erhalten  die  Gleichung  ' 

h3    y3 

Wird  diese  Gleichung  für  y  aufgelöst,  so  erhält  man 
und  hieraus  ergiebt  sich  für  jeden  Wert  von  x  der  zugehörige  Wert  von  y. 
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Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Breite  und  soll  nur  seine  Höhe  sich 
ändern,  so  wird  z      b  und  wir  erhalten  die  Gleichung 


oder 


und  für  y  aufgelöst 


h2 
P 

h, 
1 


h 

y  =  T^ 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  daher  wird  die  Höhe 
durch  eine  gerade  Linie  begrenzt,  und  ein  Vertikalschnitt  des  Körpers  ist 
ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  Figur  13. 

Hat  der  Körper  überall  die- 
selbe Höhe  und  soll  nur  seine 
Breite  sich  ändern,  so  ist  y  =  h 
und  wir  erhalten  die  Gleichung 
b^  

Für  z  aufgelöst  giebt  dieselbe 

b  , 
z  =  p 

Wird  dagegen  die  Gleichung 
für  X  aufgelöst,  so  erhält  man 

x  =  l 


Fig.  13. 


Dieses  ist  die  Gleichung  der  Parabel ;  der  Horizontalschnitt  des  Körpers 
ist  daher  eine  von  zwei  umgekehrten  Parabelbögen  begrenzte  Figur. 

Liegt  der  Körper  mit  seinen  beiden  Enden  frei  auf  und  greift  im 
Mittelpunkte  desselben  die  Kraft  P  an,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

iP.il  =  k.— 
e 

also  rp 

p  =  4  .  k  .  ^ 
el 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kechteck  von  der  Breite  b  und  der  Höhe  h, 
so  ist  T  bh2 

daher  1.1,2 

Wird  für  einen  andern  Querschnitt,  dessen  Abstand  von  einem  End- 
punkte des  Prismas  mit  x  bezeichnet  wird,  die  Breite  mit  z  und  die  Höhe 
mit  y  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung 


Px  =  k. 


ZT 
6 
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also 


6  X 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  aber 

1  X 

Hat  der  Körper  einen  quadratischen  Querschnitt,  ist  also  b  =  h  und 
y,  so  wird  die  Gleichung 


diese  giebt  für  y  aufgelöst 


3 


Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Breite  und  soll  nur  seine  Höhe  sich 
ändern,  so  wird  z  =  b  und  wir  erhalten  die  Gleichung 

2h^     _  y- 

1     ~  X 

Wird  diese  Gleichung  für  y  aufgelöst,  so  erhält  man 

Die  Linie,  welche  die  Höhe  von  der  Mitte  des  Körpers  nach  den 
Enden  zu  begrenzt,  ist  also  eine  Parabel,  so  dafs  die  ganze  die  Höhe  be- 
grenzende Linie  aus  zwei  in  der  Mitte  des  Körpers  zusammenstofsenden 
Parabeln  besteht,  Figur  14.. 


Fig.  14. 

Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Höhe  und  soll  nur  seine  Breite  sich 
ändern,  so  ist  y  =  h  und  wir  haben  die  Gleichung 

2b  _  z 
1    ~  X 

Für  z  aufgelöst  erhalten  wir  sodann 

Die  Breite  des  Körpers  wird  demnach  von  geraden  Linien  begrenzt, 
so  dafs  ein  Horizontalschnitt  des  Körpers  aus  zwei  in  der  Mitte  zusammen- 
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stofsenden  rechtwinkeligen  Dreiecken  besteht,  welche  aber  auch  in  andere, 
etwa  gleichschenkelige  Dreiecke  verwandelt  werden  können. 

Liegt  der  Körper  mit  seinen  beiden  Enden  frei  auf,  greift  aber  die 
Kraft  P  nicht  im  Mittelpunkte,  sondern  in  einem  anderen  Punkte  an, 
dessen  Abstand  von  A  mit  a  bezeichnet  werden  mag,  so  dafs  sein  Ab- 
stand von  B  gleich  1  —  a  ist,  so  ist  der  Druck  in  A 

g-a)  p 
1  ^ 

und  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  den  Angriffspunkt  der  Kraft 

(l-a)a 
1  ^ 

daher  ist  für  den  rechteckigen  Querschnitt  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 
(1  — a)a    p^j,  bh2 


1  6 

Wird  nun  für  den  Abstand  x  vom  Auflager  A  die  Breite  des  Körpers 

mit  z  und  seine  Höhe  mit  y  bezeichnet,  so  besteht  für  diesen  Querschnitt 

die  Gleichung  ^.y^ 
-i-.P.x  =  k.-f 

aus  beiden  Gleichungen  folgt  aber  wieder 

bh^  ^  zj^ 
a  X 

Ist  der  Querschnitt  ein  Quadrat,  so  wird  b  =  h  und  z  =  y,  daher 

h3  y3 


und  für  y  aufgelöst  3 

a 

Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Breite  b,  so  ist  auch  z  =  b,  daher 
erhalten  wir  die  Gleichung 


für  y  aufgelöst  giebt  dieselbe 

Die  Linie,  welche  die  Höhe  des  Körpers  begrenzt,  ist  also  eine  Parabel. 

Dasselbe  gilt  für  den  andern  Teil  des  Körpers,  welcher  zwischen  dem 
Angriffspunkte  der  Kraft  und  dem  Auflager  B  liegt. 

Die  Höhe  des  Körpers  wird  daher  durch  zwei  Parabeln  begrenzt, 
welche  im  Angriffspunkte  der  Kraft  zusammenstofsen,  Figur  15. 

Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Höhe  und  soll  nur  seine  Breite  sich 
ändern,  so  ist  y  =  h  und  die  Gleichung  wird 

b  z 
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und  für  z  aufgelöst  z  =  —  x 

a 

Die  Breite  wird  also  von  einer  geraden  Linie  begrenzt.  Da  dasselbe 
von  dem  andern  Teile  des  Körpers  gilt,  so  besteht  der  Horizontalschnitt 
desselben  aus  zwei  an  der  Angriffsstelle  der  Kraft  zusammenstofsenden 
Dreiecken. 


Fig.  15. 


Liegt  der  Körper  mit  seinen  beiden  Enden  frei  auf  und  ist  die  Last 
gleichmäfsig  über  denselben  verbreitet,  so  ist  das  auf  Bruch  wirkende 
Moment  für  den  Querschnitt  in  der  Mitte  i  7 1-,  daher  ist  die  Gleichung 
für  die  Tragkraft 

T 

Ist  nun  der  Querschnitt  ein  Rechteck  von  der  Breite  b  und  der 
Höhe  h,  so  ist 

T  ^  bh-^ 
e  6 

daher  wird  die  Gleichung  ^j^a 
und  hieraus  folgt  l^j^a 

Für  einen  andern  Querschnitt,  dessen  Abstand  von  dem  Auflager  A  mit 
X  bezeichnet  werden  mag,  ist  das  auf  Bruch  wirkende  Moment  s/x  (1 —  x). 

Wird  nun  die  Breite  dieses  Querschnittes  mit  z  und  seine  Höhe  mit 
y  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 


und  hieraus  folgt 


i;^x(l-x)  =  k.^ 


Werden  die  beiden  für  y  erhaltenen  Werte  einander  gleich  gesetzt, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 

bh^-  _  zy-' 
P   ~  x(l  — X) 


41 


Ist  der  Querschnitt  ein  Quadrat ,  so  ist  b  =  h  und  z  =j,  daher 
die  Gleichung 

P        x(l  — X) 

Für  y  aufgelöst  giebt  dieselbe 


,  -I  /4  X  (1  —  X) 

j  =  ^y — p — 


Hat  der  Körper  überall  dieselbe  Breite  und  soll  nur  seine  Höhe  sich 
ändern,  so  wird  z  =  b  und  wir  haben  die  Gleichung 

4h-^   y'^ 

P         x(l  — X) 
Für  y  aufgelöst  giebt  dieselbe 


y  =  ^yx(l-x) 


Fig.  lö. 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Ellipse,  daher  wird  die  Höhe  des  Körpers 
von  einer  Ellipse  begrenzt,  Figur  16. 


Beispiele. 

1.  "Welche  Last  trägt  ein  Balken  von  Elchenholz,  welcher  mit  dem  einen 
Ende  befestigt  ist,  an  dem  andern  freien  Ende  mit  Sicherheit,  wenn  er  2  Meter 
lang  ist  und  einen  quadratischen  Querschnitt  besitzt,  dessen  Seite  25  Centimeter  ist? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist  hier 

T 

Pl  =  k.  — 

e 


und  für  das  Quadrat  ist 


daher 


e 

PI 


6 


und  demnach 


P  =  k. 
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Nun  ist  k  =  80;  b  =  25 ;  1  =  200,  daher 

80.25.25.25  .n.istri 
=       6,200  ^       '  Kilogramm. 
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2.  Wie  hoch  mufs  die  lOCentimeter  breite  Brechungsebene  eines  Trägers 
aus  Gufseisen  sein,  welcher  an  der  untern  Seite  von  einem  Parabelbogen  be- 
grenzt wird,  wenn  er  2  Meter  lang  ist  und  an  seinem  freien  Ende  eine  Last 
von  2000  Kilogramm  mit  Sicherheit  tragen  soll? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist  hier  wieder 

T 

Pl  =  k  — 
e 

und  für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist 

T  ^  bh^ 
e  "~  6 

daher 

o 

woraus  folgt 


■V- 


6P1 
kb 

Nun  ist  P  =  2000;  1  =  200;  k  =  250;  b  =  10,  daher 


3.  Wie  breit  und  hoch  mufs  ein  5  Meter  langer,  mit  beiden  Enden  frei 
aufliegender  Balken  aus  Tannenholz  sein,  wenn  er  eine  gleichmäfsig  verteilte 
Last  von  6000  Kilogramm  für  die  Dauer  mit  Sicherheit  tragen  und  die  Breite 
zur  Höhe  sich  wie  5  zu  7  verhalten  soll? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist 

T 

iPl  =  k  — 
^  e 

für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist  aber 

T_  bh'' 

e  "~  6 

daher 

woraus  für  den  Querschnitt  folgt 

6.  PI 


bh 


8k 


Nun  soll  sein 

daher 


_=-;b  =  -h 


8k 


.P.l 


5.8.k 

Es  ist  aber  P  =  6000 ;  1  =  500 ;  k  =  100,  mithin 


6000.500      o4ro.r.    ^-  4. 

=  31,584  Centimeter 


8  . 100 
und  daher 

b  =  4  .  31,584  =  22,56  Centimeter. 

4.  Welche  Länge  kann  ein  mit  beiden  Enden  frei  aufliegender  Balken 
von  Tannenholz  haben,  wenn  er  20  Centimeter  breit,  30  Centimeter  hoch  und 
für  das  laufende  Meter  mit  600  Kilogramm  gleichmäfsig  belastet  ist? 
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Die  Gleichung  ist  wie  vorher 

Da  der  Ealken  für  das  laufende  Meter  mit  600  Kilogramm  belastet  ist, 
so  ist  er  für  das  Centimeter  mit  6  Kilogramm  belastet  und  es  ist  mithin  P  =  6 1. 
Dieses  in  die  Gleichung  eingesetzt  giebt 

i6P  =  kli! 


und  hieraus  folgt   

V  6.6 

Nun  ist  k  =  100 ;  b  =  20 ;  h  =  30,  daher 


1    j/  ^  •      '^^^^  30 . 30  _  ^^.^^^  Centimeteter  =  6,324  Meter. 

5.  Wie  grofs  mufs  der  Durchmesser  einer  runden  Stange  aus  Schmiede- 
eisen sein,  wenn  sie  4  Meter  lang  ist,  mit  beiden  Enden  frei  aufliegt  und  in 
1,5  Meter  Entfernung  von  dem  einen  Auflager  eine  Last  von  400  Kilogramm 
mit  Sicherheit  tragen  soll? 

Die  Gleichung  ist 

1— a    „     ,  T 
— r — aP  =k  — 
1  e 

und  für  den  kreisförmigen  Querschnitt  ist  das  Widerstandsmoment 

T   ^  7td^ 

e  32 

wird  dieses  in  die  Gleichung  eingesetzt,  so  erhält  man 

_L=±.aP-k  — 

und  hieraus 


32.(1  — a)aP 


k.l.TT 

Nun  ist  P  =  400;  a=150;  1  — a  =  250;  1  =  400:  k  =  700;  7r  =  3,14, 

daher 

3   


-V- 


32.250.150.400      ^        ^  , 

8,164  Centimeter. 


700  . 400 .  3,14 


6.  Ein  Träger  AB  von  4  Meter  Länge  trage  drei  Lasten  und  zwar 
2000  Kilogramm  in  der  Entfernung  1  Meter,  500  Kilogramm  in  der  Entfernung 
1,5  Meter  und  1000  Kilogramm  in  der  Entfernung  2,5  Meter  vom  Auflager  A. 
Es  ist  das  Maximalmoment,  die  Lage  des  gefährlichen  Querschnittes  und  das 
Widerstandsmoment  su  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Lasten  mit  P,,  Pg,  Pg,  so  dafs  P^  =2000,  P2  =500, 
P3  =  1000  Kilogramm  ist  nnd  die  Entfernungen  ihrer  Angriffspunkte  vom 
Auflager  A  mit  a^,  aj,  ag,  so  dafs  a^  =  1,  a2  =  l,5,  a3  =  2,5  Meter  ist,  so 
ist  allgemein  die  Auflagerreaction  in  A 

p        P^(l-a,)  +  P,(l-a,)  +  P3(l-a3) 

und  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 

^        2000.3  +  500.2,5  -1-  1000.1,5  ^^oTcctr-i 

Pa  =  '  —  —  =2187,5  Kilogramm 

Ebenso  ist  allgemein  die  Auflagerreaction  in  B 

p       P^  aj-|- P.^a2-j"  P  3^3 
Pb  =  —  


44 


und  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 

p  _  2000  .  1  -1-  500.  1,5  -f-  1000  .  2,5 


1312,5  Kilogramm 


4 

und  es  ist 

2187,5  +  1312,5  =  3500 
das  ist  gleich  der  Belastung  des  Trägers,  wie  es  sein  mufs. 

Zur  Bestimmung  des  Maximalmomeutes  haben  wir  nun  Folgendes.  Es  ist 
Pa  .  ai  =  2187,5  .  1  =  2187,5  Kilogr.-Meter  =  218750  Kilogr.-Centimeter 
Pa  .  aa-  Pi(a2  —  ai)  =  2187,5  .  1,5  — 2000(1,5  —  1) 
=  3281,25  —  1000 

=  2281,25  Kilogr.-Meter  =  228125  Kilogr.-Centim. 
Pa  'Biß     Pj  (ag     a^)     P2  (ag  —  aa) 

=  2187,5  .  2,5  —  2000  (2,5  —  1)  —  500  (2,5  —  1 ,5) 
=  5468,75  —  3009  —  500 

=  1968,75  Kilogr.-Meter  =  196875  Kilogr.-Centim. 

Das  Maximalmoment  ist  daher  228125  Kilogr.-Centim.  und  der  gefähr- 
liche Querschnitt  liegt  im  Angriffspunkte  der  Last  P2  ==  500  Kilogramm,  das 
ist  im  Abstände  &2.  —  1,5  Meter  vom  Auflager  A.  Die  Gleichung  für  die  Trag- 
kraft des  Trägers  ist  daher 

228125  =  k.— 
e 

und  das  Widerstandsmoment  ist 

T  _  228125 
e  ~"  k 

Besteht  der  Träger  aus  Schmiedeeisen,  so  ist  k=700  und  daher 
T  228125 

T==-7ö(r=^-^'^^ 

Bekommt  der  Träger  den  Querschnitt,  Figur  29,  so  ist  sein  Widerstands- 
moment T  _  bh^ — bjh^^ 

~e"  6h 

Nimmt  man  b=10,  h  =  20,  bi  =  8,  hj  =  17  Centimeter  an,  so  ist 
T    -  10.203-  8.173 
~V-  6.20  -'^'^^^^ 


5.  Zerknickungsfestigkeit. 

Wenn  ein  prismatischer  Körper  A  B,  Figur  17,  mit  dem  einen  Ende  A 
in  vertikaler  Stellung  befestigt  ist  und  es  wirkt  von  seinem  andern  Ende  B 
aus  in  der  Richtung  seiner  Längenaxe  ein  Druck,  so  wird  der  Körper, 
wenn  er  lang  genug  und  der  Druck  grofs  genug  ist,  nicht  zerdrückt, 
sondern  er  wird  eine  Biegung  erleiden  und  zerknickt  werden.  Man  nennt 
deshalb  den  Widerstand,  den  der  Körper  in  diesem  Falle  zu  leisten  hat, 
seine  Zerkni ckungsfestigkeit. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  der  Körper  bei  B  mit  einem  Gewichte  P  be- 
lastet und  habe  infolge  dieser  Belastung  eine  kleine  Biegung  erlitten,  so 
dafs  sein  Ende  B  von  der  Richtung,  welche  der  Körper  ursprünglich  besafs, 
also  von  der  Vertikalen  um  die  Grölse  AD  =  s  abweicht.  Die  Biegung 
ist  an  der  Befestigungsstelle  bei  A  am  gröfsten,  so  dafs  hier  der  Bruch 
erfolgen  würde,  wenn  überhaupt  ein  solcher  eintreten  sollte. 


45 


Das  Moment,  welches  den  Bruch  herbeizuführen  strebt,  ist 

Ps 

und  es  mufs  daher  dieses  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  der  Summe 
der  Momente  sämtlicher  in  dem  Querschnitte  bei  A  entstandener  Span- 
nungen der  Fasern  gleich  sein.    Diese  Momentensumme  ist  aber 

-ET 
e 

Daher  haben  wir  für  den  Zustand  des  Grleichgewichts  innerhalb  der 
Grenze  der  vollkommenen  Elasticität  die  Gleichung 

1 


Die  Kurve,  welche  die 
elastische  Linie  des  Prismas 
bei  der  Biegung  annimmt, 
ist  zwar  kein  Kreisbogen, 
wir  können  sie  aber  als 
Kreisbogen  ansehen.  Dann 
ist  der  Halbmesser  dieses 
Kreisbogens  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kurve.  Be- 
zeichnen wir  daher  AC  =  BC 
mit  r,  so  ist  r  für  (j  in  die 
Gleichung  einzusetzen  und 
wir  haben 


Ps  =  — ET 


Fig.  17. 


Ps  =  -ET 
r 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  AGB  mit  (p,  so  ist 
AD  =  s  =  r  —  rcos^ 
=  r  (1  —  cos  (p) 

Es  ist  aber 

1  —  cos  ^  =  2  .  ^ sin 
'  daher  ist 

s  =  2  r  .  ^sin  -y 

Unserer  Voraussetzung  nach  ist  der  Winkel  (p  sehr  klein,  da  der 
Körper  nur  eine  sehr  kleine  Biegung  erlitten  hat.  Da  aber  für  sehr 
kleine  Winkel  der  Sinus  gleich  dem  Bogen  gesetzt  werden  kann,  so  können 

wir  —  für  sin      in  die  Gleichung  einsetzen;  hierdurch  erhalten  wir 


2r 
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Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Körpers  AB  mit  1,  so  ist  auch  1  gleich 
der  Länge  des  Bogens;  es  ist  aber  dann 

1  =  r<p 

also  j 

Führen  wir  diesen  Wert  von  (p  in  die  Gleichung  ein,  so  wird 

1-^ 

Setzen  wir  endlich  diesen  Wert  von  s  in  die  obige  Momentenglei- 
chung ein,  so  wird  dieselbe 

P.-;^=  .ET 
2r  r 

und  hieraus  folgt 

r  —  z. 

Hier  stellt  nun  P  diejenige  Belastung  dar,  welche  in  dem  Prisma 
AB  eine  sehr  kleine  Biegung  hervorbringen  würde,  für  welche  die  in  dem 
Querschnitte  bei  A  entstandenen  Spannungen  der  Fasern  der  biegenden 
Kraft  das  Gleichgewicht  halten.  Wird  die  Biegung  gröfser,  so  wird  auch 
der  Hebelarm  der  Kraft  gröfser  und  mithin  das  auf  Bruch  wirkende  Mo- 
ment, und  es  werden  dann,  wenn  die  Elasticitätsgrenze  erreicht  ist,  die 
in  dem  Querschnitte  bei  A  entstandenen  Spannungen  der  Fasern  der 
biegenden  Kraft  das  Gleichgewicht  nicht  mehr  halten  können,  der  Körper 
wird  zerknickt.  Dieser  Fall  könnte  aber  eintreten,  wenn  der  oben  be- 
rechnete Wert  von  P  überschritten  würde.  Denn  wenn  erst  die  Biegung 
begonnen  hat,  so  kann  sie,  da  der  Hebelarm  und  mit  ihm  das  Moment 
der  biegenden  Kraft  beständig  wächst,  bis  zur  Elasticitätsgrenze  fortgehen. 
Der  oben  berechnete  Wert  ist  daher  ein  Grenzwert,  welcher  nicht  über- 
schritten werden  darf,  wenn  nicht  die  Gefahr  des  Zerknickens  eintreten  soll. 

Wenn  aber  vollständige  Sicherheit  gegen  das  Zerknicken  vorhanden 
sein  soll,  so  darf  der  oben  berechnete  Wert  von  P  nicht  einmal  erreicht 
werden,  d.  h.  es  darf  das  Prisma  überhaupt  keine  Biegung  er- 
leiden. Man  nimmt  deshalb  auch  von  diesem  Werte  nur  einen  Teil, 
so  dafs  die  Tragkraft  des  Prismas  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  gegen 

das  Zerknicken  ausgedrückt  wird  durch  die  Gleichung 

p       1  2ET 


n  P 

Man  nimmt  für  Schmiedeeisen  n  =  6,  für  Gufseisen  n  =  8  und  für 
Holz  n  =  10. 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist  nun 

m_  bh3 
12 
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daher  hat  man  für  diesen 

n  *  12P 

Da  aber  die  Biegung  nach  der  Eichtnng  der  kleineren  Dimension 
des  Querschnittes  erfolgen  wird,  so  ist  unter  h  die  kleinere  und  unter  h 
die  gröfsere  Seite  des  Eechtecks  zu  verstehen,  oder  es  mufs  in  der  Formel 
b  für  h  und  h  für  b  gesetzt  werden,  so  dafs  man  hat 

J_  2Ehb3 
~~  n  *    12  P 
Für  den  quadratischen  Querschnitt  ist 

b^ 

T  =  — 
12 

daher  hat  man  für  diesen 

"~  n  *   12  P 
Für  den  kreisförmigen  Querschnitt  ist 

m 

4 

daher  wird 

l  2E.:;rr^ 


n         4 12 

Für  den  ringförmigen  Querschnitt  ist 

4 


daher  wird 


p  1^    2E(r^  — rt*»)  it 

^  ~  Vi'  4P 


Überall  wo  ein  Körper  auf  Druck  in  Anspruch  genommen  wird, 
mufs  er  sowol  auf  seine  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  als  auch  auf 
seine  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  untersucht  werden.  Die  kleinere 
von  beiden  Belastungen  ist  dann  diejenige,  welche  er  mit  Sicherheit  zu 
tragen  vermag. 

Ist  umgekehrt  die  Belastung  gegeben  und  soll  der  Querschnitt  be- 
stimmt werden,  so  mufs  dieses  ebenfalls  für  beide  Fälle  geschehen,  und 
der  gröfsere  der  beiden  gefundenen  Querschnitte  ist  dann  derjenige,  den 
man  dem  Körper  zu  geben  hat. 

Setzt  man  die  Ausdrücke  für  die  Zerdrückungsfestigkeit  und  für  die 
Zerknickungsfestigkeit  eines  Körpers  einander  gleich,  so  ergiebt  sich  für 
dasselbe  Material  ein  bestimmtes  Verhältnis  zwischen  der  Länge  des  pris- 
matischen Körpers  und  derjenigen  Dimension,  welche  seine  Querschnitts- 
fläche bestimmt,  für  welches  beide  Festigkeiten  einander  gleich  sind. 

Ist  daher  die  Länge  gröfser,  als  dieses  Verhältnis  sie  angiebt,  so  hat 
man  nach  der  Formel  für  das  Zerknicken  zu  rechnen,  und  ist  die  Länge 
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kleiner,  als  dieses  Verhältnis  sie  angiebt,  so  hat  man  nach  der  Formel 
für  das  Zerdrücken  zu  rechnen. 

Zur  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  hat  man  allgemein  die  Gleichung 
1    ^       1  2ET 

Ist  der  Querschnitt  ein  Quadrat,  so  ist 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man 


1    v.^       1  2Eb^ 


und  hieraus 


b       y  n 


E 

b       y   n  6kl 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis,  so  ist 


und  werden  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt^  so  ergiebt  sich 


kir2jr  =  —  • 


412 


und  hieraus 


-Vi 


E 

r       r    n  2kl 

Wenn  das  Prisma  AB  mit  keinem  Ende  befestigt  ist,  so  erleidet  es 
die  stärkste  Biegung  in  der  Mitte,  Figur  18,  und  die  Kurve,  welche  die 
neutrale  Axe  bei  der  Biegung  annimmt,  besteht  aus  zwei  symmetrischen 
Hälften,  wovon  jede  gleich  derjenigen  Kurve  ist,  welche 
die  neutrale  Axe  des  Prismas  in  dem  zuerst  betrachteten 
Falle  annimmt,  wo  es  mit  dem  einen  Ende  festgehalten 
wurde. 

Es  läfst  sich  daher  dieser  Fall  einfach  auf  jenen  ersten 
Fall  zurückführen,  wenn  wir  uns  vorstellen,  es  werde  das 
Prisma  in  der  Mitte  festgehalten.    Wir  haben  dann  nur 

in  der  entwickelten  Formel  y  statt  1  einzuführen,  wo  aber 


iiiiiip 


1  die  ganze  Länge  des  Prismas  bezeichnet. 
Wir  haben  daher  die  Gleichung 
1  2ET 


P  = 


Fig.  18. 


=  4 


2ET 


Es  ist  mithin  hier  die  Tragkraft  des  Prismas  viermal  so  grofs  als 
im  ersten  Falle. 
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Wenn  ferner  das  Prisma  A  B  mit  beiden  Enden  befestigt  ist,  so  biegt 
es  sich  so,  dafs  es  in  der  Mitte  und  an  den  beiden  Befestigungsstellen 
die  stärkste  Biegung  erleidet,  Figur  19,  und  dafs  die  Kurve,  welche  die 
neutrale  Axe  bei  der  Biegung  annimmt,  aus  vier  Teilen  besteht,  von  denen 
ein  jeder  derjenigen  Kurve  gleich  ist,  welche  die  neutrale  Axe  des  Prismas 
im  ersten  Falle  annimmt.  Daher  läfst  sich  dieser 
Fall  wieder  auf  den  ersten  zurückführen,  wenn  wir 
uns  vorstellen,  es  werde  der  Körper  in  der  Mitte 
festgehalten. 

Wir  haben  dann  in  der  für  den  ersten  Fall 

entwickelten  Formel  4-  für  1  einzuführen,  wo  wie- 
4 

der  1  die  ganze  Länge  des  Prismas  bezeichnet. 
Dieses  giebt  die  Gleichung 
1  2ET 


=  16  .— 
n 


1     2  ET 


1-^ 


Fig.  19. 


und  es  ist  mithin  hier  die  Tragkraft  des  Prismas 
16  mal  so  grofs  als  im  ersten  Falle. 

Wenn  endlich  das  Prisma  mit  dem  einen  Ende  festgehalten  wird 
und  mit  dem  andern  Ende  aufsteht,  jedoch  so,  dafs  es  seitlich  nicht  aus- 
gleiten kann,  so  ist  seine  Tragkraft  achtmal  so  grofs  als  im  ersten  Falle. 


Beispiele. 

1.  Welche  Tragkraft  besitzt  eine  3  Meter  lange  rechteckige  Säule  von 
Tannenholz,  wenn  die  Seiten  des  Querschnittes  12  und  IG  Centimeter  sind  und 
die  Säule  mit  beiden  Enden  festgehalten  wird? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist 

n  V2V 

Es  ist  nun  n  =  lü;  E=  125000;  h  =  16;  b=  10;  1  =  300,  daher 
„       16  .  2  .  125000  .  16  .  10  .  10  .  10       ^^^^  ^ 
^  =  10.  12.300.300  =  ^^2^'^  Kilogramm. 

2.  Wenn  eine  5  Meter  lange  Säule  aus  Eichenholz  eine  Last  von 
20000  Kilogramm  aufnehmen  soll,  wie  grofs  mufs  die  Seite  ihres  quadratischen 
Querschnittes  sein,  wenn  sie  mit  beiden  Enden  frei  aufsteht? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist 

P_4l.lEb^ 
n      12  P 

wird  diese  für  b  aufgelöst,  so  erhält  man 


i/  12.n.P.l^ 
T  4.2.E 


Wenck,  Baumechanik. 
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Nun  ist  P  =  20000;  1  =  500;  E  =  120000;  n=lO,  und  setzt  man  diese 
Werte  ein,  so  wird 


12.10.  20000  .  500  .500  .  i  n  . 

-  =  28,11  Centimeter. 


4.2.  120000 

3.  Wie  grofs  mufs  der  Durchmesser  einer  6  Meter  langen  Säule  aus 
Schmiedeeisen  sein,  wenn  sie  eine  Last  von  25000  Kilogramm  aufnehmen  soll 
und  mit  dem  untern  Ende  befestigt  ist? 
Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist 

p_Jl  2.E.:irr^ 
n  '  4P 

und  wird  sie  für  r  aufgelöst,  so  erhält  man 


-|/4.n.P.P 


Nun  ist  n  =  6;  P==  25000;  1  =  600;  7r  =  3,14;  E  =  2000000,  setzt  man 
diese  Werte  ein,  so  wird 

4 


4.6.25000.600.600  ^  , 

=  11,45  Centimeter 


2  .3,14.2000000 
und  mithin  der  Durchmesser 

d  =  22,9  Centimeter. 

4.  Welche  Last  trägt  eine  hohle  guCseiserne  Säule  von  5  Meter  Länge, 
einem  äufseren  Durchmesser  von  12  Centimeter  und  einer  Wandstärke  von 
2  Centimeter,  wenn  sie  mit  dem  unteren  Ende  befestigt  ist? 

Die  Gleichung  ist 

P_A      2E(r^  — r/)7r 
n  *  4P 

Nun  ist  E  =  1000000;  r  =  6;  ri  =  4;  7r=3,14;  n  =  8;  1  =  500,  daher 
l      2.1000000(6^—4^)3,14       ^  .  tz-i 
P  =  4-.500.500  =  ^^^'^  Kilogramm. 

5.  Wenn  eine  hohle  gufseiserne  Säule  von  4  Meter  Länge  und  einem 
äuCseren  Durchmesser  von  12  Centimeter  eine  Last  von  1000  Kilogramm 
aufnehmen  soll,  welche  Wandstärke  ist  ihr  zu  geben,  wenn  sie  mit  dem  unteren 
Ende  festgehalten  wird? 

Die  Gleichung  ist  wieder 

P__l     2E  (r^  —  rt^)7r 
n  4P 
und  diese  ist  für      aufzulösen.   Dieses  giebt 

4   


^     F  2E^ 


Es  ist  aber  r  =  6;  n  =  8;  P  =  1000;  1  =  400;  7r  =  3,l4;  E  =  1000000. 
Dieses  eingesetzt  wird 


4.8.1000.400.400       ,       n    r  , 

=  4,682  Centmieter 


2  .  3,14  .  1000000 
Die  Wandstärke  ist  daher  6  —  4,682  =  1,318  Centimeter. 


6.  Schub-  oder  Scheerfestigkeit. 

Die  Kraft,  welche  einen  Teil  eines  Körpers  abschieben  soll,  mufs 
notwendig  um  so  gröfser  sein,  je  gröfser  die  Trennungsfläche  ist  und 
je  mehr  Widerstand  die  Festigkeit  des  Materials  der  Trennung  der  Mole- 
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Idile  entgegensetzt;  sie  ist  daher  von  der  Gröfso  der  Trennimgsflnclie  und 
von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängig. 

Diejenige  Kraft,  welche  das  Abschieben  für  die  Einheit  der  Tren- 
nungsfläche bei  irgend  einem  Stoffe  bewirkt,  wird  der  Modul  der  Ver- 
schiebungsfestigkeit für  diesen  Stoff  genannt.  Bezeichnet  daher  P  die 
Kraft,  welche  das  Abschieben  bewirkt,  F  die  Gröfse  der  Trennungsfläche 
und  Ko  den  Modul  der  Schubfestigkeit,  so  ist 

P  =  K2F 

und 

F  -  K, 

Bezeichnen  wir  mit  Q  den  Druck,  welchem  der  Körper  mit  Sicher- 
heit gegen  das  Abschieben  widerstehen  kann,  und  mit  k>  den  Sicherheits- 
modul, so  ist 

Q  =  k2F 

und  hat  man  die  Gröfse  der  Fläche  zu  bestimmen,  welche  einer  auf  Ab- 
schieben wirkenden  Kraft  Widerstand  zu  leisten  hat,  so  ist 

Als  Sicherheitsmodul  für  das  Abschieben  nimmt  man  0,8  vom  Sicher- 
heitsmodul für  Zug  oder  Druck  und,  wenn  diese  verschieden  sind,  vom 
kleineren  derselben.  Beim  Holze  sind  Zug-  und  Druckfestigkeit  verschie- 
den, je  nachdem  es  in  der  ßichtung  der  Fasern  oder  senkrecht  auf  diese 
Eichtung  in  Anspruch  genommen  wird.  Nach  der  Eichtung  der  Fasern  sind 
die  Sicherheitscoefficienten  für  das  Quadratcentimeter  Fläche:  bei  Eichen- 
holz 7  Kilogr.,  bei  Buchenholz  6  Kilogr.  und  bei  Kiefernholz  4  Kilogr. 

Beispiele. 

1.  Wie  grols  mufs  der  Durchmesser  eines  cylindrischen  Stiftes  aus  Schmiede- 
eisen sein,  wenn  er  einer  Schubkraft  von  1000  Kilogramm  Widerstand  leisten  soll? 
Die  Gleichung  ist 

k7 

Bezeichnen  wir  den  Durchmesser  des  cylindrischen  Stiftes  mit  d,  so  ist 

F  =  .^ 

und  daher  ^ 

d^7t  Q 

4   ~"  k2 

Hieraus  erhalten  wir  den  Durchmesser  

0=1/^ 

r  Ttkg 

Nun  ist  Q  =  1000;  tt  =  3,14;      =  0,8  .  700,  daher 

d  =1/3  14 'q—--  =  ^  Centimeter. 


,8  .  700 


4* 
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2.  Wenn  durch  ein  Eisenblech,  welches  0,5  Centimeter  dick  ist,  ein  rundes 
Loch  von  1  Centimeter  Durchmesser  gestofsen  werden  soll,  welche  Kraft  ist 
dazu  erforderlich? 

Die  Gleichung  ist  hier 

Die  abzuschiebende  Fläche  ist  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Halb- 
messer gleich  0,5  und  dessen  Höhe  ebenfalls  0,5  Centimeter  ist.    Es  ist  daher 

F  =  2r7rh  =  2.0,5.  3,14  .  0,5 
ferner  ist  Kg  =  4000,  daher 

Q  =  4000  ,  2  .  0,5  .  3,14  .  0,5  =  6280  Kilogramm. 

3.  Welche  Höhe  hat  man  einem  5  Centimeter  breiten  Stabe  aus  Gufs- 
eisen  zu  geben,  wenn  er  einer  Schubkraft  von  8000  Kilogramm  Widerstand 
leisten  soll? 

Die  Gleichung  ist 

F--S. 
-  k. 

Bezeichnet  man  die  gesuchte  Höhe  mit  h,  so  ist  F  =  5  h  und  daher 
mithin 

Nun  ist  Q  =  8000  ;  k.,  =  0,8  .  250,  daher 

8000  . 
h  =  — — ^  ^.^    =  2  Centimeter. 
5  .  0,8  .  250 

4.  Wenn  ein  hölzerner  Nagel  2,5  Centimeter  Durchmesser  hat,  welcher 
Schubkraft  vermag  er  Widerstand  zu  leisten? 

Die  Gleichung  ist 

Q^k^F 

Nun  ist  F  =  2,5-.  3,14  ^      ^      ^  ^^^^  ^^^^^ 


4 

2,5.2,5.3,14.0,8.100 


392,5  Kilogramm. 


7.  Torsions  -  Elasticität  und  Festigkeit. 

Wie  bereits  früher  bemerkt  wurde,  haben  Torsions-Elasticität  und 
Festigkeit  eines  festen  Körpers  dann  Widerstand  zu  leisten,  w^enn  ihn 
äufsere  Kräfte  um  seine  Axe  oder  Mittellinie  zu  verdrehen  oder  abzu- 
drehen streben. 

Es  sei  AB,  Figur  20,  ein  bei  B  festgehaltener  gerader  Kreiscylinder 
und  an  dem  freien  Ende  A  desselben  wirke  eine  Kraft  P  dergestalt,  dafs  sie 
den  Cylinder  um  seine  Axe  zu  drehen  strebt.  Wir  wollen  dabei  annehmen, 
dafs  diese  Kraft  in  derjenigen  Ebene  liegt,  welche  den  Cylinder  bei  A  begrenzt, 
und  dafs  diese  Begrenzungsebene  auf  der  Axe  des  Cylinders  senkrecht  steht. 

Eine  Drehung  des  Cylinders  um  seine  Axe  ist  aber  nicht  möglich, 
weil  er  bei  B  festgehalten  wird.  Ist  daher  die  Kraft  P  grofs  genug,  so 
wird  sie  den  Cylinder  verdrehen,  und  bezeichnen  wir  den  Hebelarm  von 
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P  mit  z,  so  ist  Pz  das  auf  Verdrehung  oder  Torsion  wirkende  Moment 
dieser  Kraft. 

Stellen  wir  uns  vor,  es  bestehe  der  Cylinder  aus  lauter  Pasern,  welche 
unter  sich  und  mit  der  Axe  des  Cylinders  parallel  sind,  so  müssen  bei 
einer  stattfindenden  Verdrehung  die 
Fasern  in  eine  solche  Lage  kommen, 
dafs  eine  jede  die  Gestalt  einer 
Schraubenlinie  annimmt.  Denn  es 
wird  ein  jeder  zur  Axe  normale  Quer- 
schnitt des  Cylinders  wie  ein  Kreis 
um  seinen  Mittelpunkt  sich  drehen, 
und  diese  Drehung  wird  um  so  gröfser 
sein,  je  weiter  der  Querschnitt  von 
der  Befestigungsstelle  entfernt  ist,  so 
dafs  der  Querschnitt  des  freien  Endes 
die  gröfste  Drehung  macht. 

Es  mufs  ferner  die  Ablenkung  einer  Faser  von  ihrer  ursprünglichen 
zur  Axe  parallelen  Lage  in  einem  jeden  Querschnitte  um  so  'gröfser  sein, 
je  weiter  sie  von  der  Axe  absteht,  so  dafs  die  in  der  Mantelfläche  des 
Cylinders  liegenden  Fasern  die  gröfste  Ablenkung  erleiden,  während  die- 
jenige Faser,  welche  mit  der  Axe  des  Cylinders  selbst  zusammenfällt,  in 
ihrer  ursprünglichen  Lage  bleibt. 

So  lange  die  Verdrehung  innerhalb  der  Grenze  der  vollkommenen 
Elasticität  bleibt,  sind  die  in  den  einzelnen  Fasern  durch  die  Ablenkung 
von  ihrer  ursprünglichen  Lage  hervorgerufenen  Spannungen  den  ablenken- 
den Kräften  gleich;  da  aber  diese  Kräfte  den  hervorgebrachten  Ablen- 
kungen der  Fasern  proportional  sein  müssen  und  die  AW*>ti Hungen  von 
der  Axe  aus  nach  dem  Mantel  des  Cylinders  zu  wachsen,  so  dafs  die  Ab- 
lenkung einer  Faser  ihrem  Abstände  von  der  Axe  des  Cylinders  propor- 
tional und  in  der  Mantelfläche  des  Cylinders  am  gröfsten  ist,  so  sind  auch 
die  in  den  Fasern  durch  die  Ablenkung  hervorgerufenen  Spannungen  dem 
Abstände  der  Faser  von  der  Axe  des  Cylinders  proportional  und  in  der 
Mantelfläche  des  Cylinders  am  gröfsten. 

Sämtliche  Fasern  haben  nun  das  Bestreben,  ihre  ursprüngliche,  zur 
Axe  des  Cylinders  parallele  Lage  wieder  anzunehmen.  Denken  wir  uns 
daher  irgendwo  durch  den  Cylinder  eine  Querschnittsebene  gelegt,  welche 
auf  der  Axe  desselben  senkrecht  steht,  so  wird  bei  der  Verdrehung  des 
Cylinders  diese  Ebene  um  ihren  Mittelpunkt  gedreht,  und  es  haben  die 
in  dem  Querschnitte  entstehenden  Spannungen  der  Fasern  das  Bestreben, 
den  Querschnitt  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückzudrehen. 


Fig.  20. 
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Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  mufs  daher  das  Moment  der 
verdrehenden  Kraft  der  Summe  der  Momente  sämtlicher  in  dem  Quer- 
schnitte entstandener  Spannungen  in  Beziehung  auf  den  Mittelpunkt  des 
Querschnittes  gleich  sein. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  diejenige  Kraft,  welche  innerhalb  der 
Elasticitätsgrenze  die  Verdrehung  einer  Faser  oder  eine  Ablenkung  von 
ihrer  ursprünglichen  zur  Axe  parallelen  Lage  bewirken  soll,  um  so  gröfser 
sein  muls,  je  gröfser  die  Verdrehung  oder  Ablenkung  ist,  dafs  sie  ferner 
um  so  gröfser  sein  mufs,  je  stärker  die  Faser  also  je  gröfser  ihr  Quer- 
schnitt ist,  dafs  sie  aber  um  so  kleiner  sein  kann,  je  länger  die  Faser 
von  der  Befestigungsstelle  aus  gerechnet  ist. 

Die  zur  Verdrehung  oder  Ablenkung  erforderliche  Kraft  ist  daher 
der  Gröfse  der  Verdrehung  und  dem  Querschnitte  der  Faser  direkt,  der 
Länge  der  Faser  aber  umgekehrt  proportional. 

Bezeichnet  man  mit  p  die  Kraft,  welche  eine  Faser  von  der  Länge  1 
und  dem  Querschnitte  f  um  die  Gröfse  v  verdreht,  oder  von  der  ursprüng- 
lichen Lage  ablenkt,  so  besteht  die  Grleichung 

vf 

Da  aber  diese  Kraft  auch  noch  von  der  Beschaffenheit  des  Materials 
abhängig  sein  mufs,  indem  verschiedene  Materialien  der  Verdrehung  einen 
verschiedenen  Widerstand  entgegensetzen  werden,  so  mufs  dieser  Ausdruck 
noch  mit  einer  Zahl  multipliciert  werden,  welche  sich  auf  das  Material 
bezieht.    Bezeichnen  wir  diese  Zahl  mit  E'  so  wird  die  Grleichung 

p  =  E'  -j- 

Bezeichnen  wir  den  Abstand  der  fraglichen  Faser  vom  Mittelpunkte 
des  Querschnittes  oder  der  Axe  des  Cylinders  mit  r  und  den  Winkel,  um 
welchen  die  Verdrehung  stattgefunden  hat,  mit      so  ist 

V  =  ar 

wenn  wir  voraussetzen,  es  sei  die  Drehung  so  gering,  dafs  der  Querschnitt 
seine  normale  Lage  zur  Axe  des  Cylinders  nicht  geändert  hat. 
Mit  Kücksicht  hierauf  wird  nun  die  obige  Gleichung 

T-i/  «rf 

P  =  E'  -y- 

Da  diese  Gleichung  für  eine  beliebige  Faser  vom  Querschnitte  f  in 
einer  beliebigen  Entfernung  r  von  der  Axe  des  Cylinders  gilt,  so  gilt  sie 
auch  für  eine  jede  Faser. 

Denken  wir  uns  daher  den  Cylinder  in  eine  sehr  grofse  Anzahl  von 
Fasern  zerlegt,  deren  Querschnitte  mit 

fl,  f2,  fs.... 
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und  deren  Abstände  von  der  Axe  des  Cylinders  mit 

ri,  12,  rs .  .  . 

bezeichnet  werden  mögen,  und  bezeichnen  diejenigen  Kräfte,  welche  diese 
Fasern  in  einem  Querschnitte,  dessen  Abstand  von  der  Befestigungsstelle  1 
ist,  um  den  Winkel  a  verdrehen,  mit 

Pi,  P2,  P3.  .  . 

so  haben  wir  die  Gleichungen 

Pi  =  E'.y.firi 

P2  =  E'.y.f2r2 

P3  =  E'.  y.fsrs 
u.  s.  f. 

Da  nun  aber  innerhalb  der  Grenze  der  vollkommenen  Elasticität  die 
durch  die  Verdrehung  in  den  Fasern  hervorgerufenen  Spannungen  oder 
Eeaktionen  den  verdrehenden  Kräften  gleich  sind,  so  stellen  auch  die  vor- 
stehenden Gleichungen  die  in  den  Fasern  hervorgerufenen  Spannungen  dar, 
welche  das  Bestreben  haben,  dem  Cylinder  diejenige  Gestalt,  welche  er 
vor  der  Verdrehung  hatte,  wieder  zu  geben,  also  den  von  uns  betrachteten 
Querschnitt  aus  seiner  verdrehten  Lage  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage 
zurückzubringen,  ihn  also  um  seinen  Mittelpunkt  zu  drehen. 

Wird  daher  eine  jede  dieser  Kräfte  mit  dem  Abstände  der  betreffen- 
den Faser  von  der  Axe  des  Cylinders  multipliciert,  so  erhält  man  die 
statischen  Momente  dieser  Spannungen  in  Beziehung  auf  die  Axe  des  Cy- 
linders, also  mit  Eücksicht  auf  den  von  uns  betrachteten  Querschnitt  auf 
den  Mittelpunkt  desselben. 

Diese  statischen  Momente  sind  daher 

Piri  =  E'.y.firi2 

P2r2==E\y  .f2r22 
P3r3  =  E\y.f3r32 

u.  s.  f. 

Ihre  Summe  wollen  wir  bezeichnen  mit 

^(pr)  =  E'.y  .^(fr2) 

Da  für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  das  Moment  der  verdrehen- 
den Kraft  der  Summe  der  Momente  sämtlicher  in  dem  Querschnitte  ent- 
standener Spannungen  in  Beziehung  auf  den  Mittelpunkt  des  Querschnittes 
gleich  sein  mufs,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
Pz  ==j:'.y  .^(fr2) 
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Der  Ausdruck  ^(fr^)  ist  stets  von  der  Form  des  Querschnittes  ab- 
hängig und  mufs  für  einen  jeden  Querschnitt  besonders  berechnet  werden. 
Er  ist  das  polare  oder  das  Torsions-Trägheitsmoment  des  Quer- 
schnittes.   Bezeichnen  wir  dieses  Trägheitsmoment  allgemein  mit  Ti  ,  so 


wird  die  Gleichung 


Pz  =  E'.y  .Ti 


Dieser  Ausdruck  wird  das  Torsionsbiegungsm oment  des  Quer- 
schnittes genannt. 

Für  den  Torsionswinkel  haben  wir  die  Gleichung 

Pzl 


E'T, 


Die  Zahl  E',  welche  der  Modul  der  Torsionselasticität  ist,  läfst  sich, 
gemachten  Versuchen  zufolge,  gleich  0,4  des  Moduls  E  für  die  Zugelasti- 
cität  setzen,  so  dafs  E'  =  0,4  .  E 

ist.    Führen  wir  diesen  Wert  ein,  so  wird 


Pz 


0,4  .  E  .  y  .  Ti 
Pzl 


0,4  ET, 

Zur  Bestimmung  von  Ti  haben  wir  nun 
Folgendes.  Wenn  man  durch  den  Schwerpunkt 
des  Querschnittes ,  Figur  2 1 ,  zwei  aufeinander 
senkrecht  stehende  gerade  Linien  XXi  und  YYi 
legt,  so  ist  für  irgend  eine  Faser  vom  Querschnitte 
f  in  ~  der  Entfernung  r  vom  Schwerpunkte 
=  x2  y2 

wenn  mit  x  der  Abstand  der  Faser  von  der  Geraden  YYi  und  mit  y  der 
Abstand  der  Faser  von  der  Geraden  XXi  bezeichnet  wird. 
Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  f,  so  entsteht 

fr-^  =  fx2  +  fy2 
Dieses  gilt  für  eine  jede  Faser,  so  dafs,  wenn  wir  die  Querschnitte 
der  Fasern  mit  fi ,  f2 ,  fs  .  .  . 

ihre  Abstände  vom  Schwerpunkte  des  Querschnittes  mit 

ri,  r2,  rs  .  .  . 

und  ihre  Abstände  von  den  Geraden  XXi  und  YYj  beziehungsweise  mit 

yi,  J2,  73  .  .  . 

Xl,  X2,  X3  .  .  . 

bezeichnen,  folgende  Gleichungen  bestehen 

f.,T2-  =  f2X2-  +  f2y2- 
f3r32=f3X32-f-f;5y32 

u.  s.  f. 
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Werden  diese  Gleichungen  addiert,  so  erhält  man 
n;  (f  r2)  =  ^  (f  x2)  -f  ^  (fy2) 

Es  ist  aber  ^  (fx^)  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Be- 
ziehung auf  die  Gerade  YYi  als  Axe  und  ^  (fy^)  das  Trägheitsmoment 
des  Querschnittes  in  Beziehung  auf  die  Gerade  XXi  als  Axe.  Die  Glei- 
chung sagt  daher,  dafs  das  polare  oder  Torsionsträgheitsmoment  des  Quer- 
schnittes gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  des  Querschnittes  in 
Beziehung  auf  zwei  senkrechte  Axen  ist,  welche  im  Schwerpunkte  des 
Querschnittes  sich  schneiden. 

Hat  daher  der  Querschnitt  eine  solche  Form,  dafs  die  vier  Teile,  in 
welche  er  durch  beide  Axen  zerlegt  wird,  kongruent  sind,  so  ist 

^(fx2)=:^(fy2) 

und  daher 

^(fr2)^  2.^(fx2) 
Wir  haben  aber  ^  (fx^)  mit  T  bezeichnet,  und  es  ist  daher  für 
diesen  Fall 

Ti  =  2T 

Führen  wir  dieses  in  die  obige  Momentengleichung  ein,  so  erhalten  wir 
Pz  =  E'.y  .2T 

Die  Gleichung 

p  =  E'.y  .fr 

gilt  für  eine  jede  Faser,  sie  gilt  daher  auch  für  eine  Faser,  welche  in  der 
Mantelfläche  des  Cylinders  liegt  oder  überhaupt  von  der  Axe  des  pris- 
matischen Körpers  am  weitesten  absteht. 

Da  nun  eine  solche  Faser  die  gröfste  Verdrehung  erleidet,  so  wird 
sie  zuerst  zerstört  werden,  wenn  die  Elasticitätsgrenze  überschritten  wird. 

Bezeichnet  man  diejenige  Kraft,  welche  ein  Faserbündel,  dessen  Quer- 
schnitt gleich  der  Flächeneinheit  ist,  abdreht,  also  den  Modul  der  Torsions- 
festigkeit, mit  t,  so  mufs,  wenn  die  Kraft  p  eine  Faser  vom  Querschnitte  f 
abdrehen  soll, 

p  •=  tf 

sein.  Aus  dieser  und  der  letzten  Gleichung  folgt  daher  für  die  Zerstörung 

der  Faser  ^ 

tf -=E'.y  .fr 

wenn  a  den  Winkel  bezeichnet,  welcher  der  Verdrehung  bis  zur  Elastici- 
tätsgrenze entspricht,  und  wenn  r  'den  gröfsten  Abstand  der  Faser  von 
der  Axe  des  Körpers  bezeichnet. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  weiter 

r  1 


p8 


Für  den  Fall  also,  dafs  eine  Kraft  P  am  Hebelarm  z  den  prisma- 
tischen Körper  abdrehen  soll,  haben  wir  daher  die  Gleichung 

Pz  =  -.Ti 
r 

indem  wir  y  für      .  y  in  die  Gleichung,  welche  wir  für  die  Verdrehung 

entwickelt  haben,  einführen. 

Es  ist  nun  t=  0,8K 

wo  K  den  Modul  der  Zugfestigkeit  bezeichnet;  daher  ist  auch 

Ia 
r 

Dieser  Ausdruck  wird  das  Torsionsbrechungsmoment  genannt. 
Führt  man  in  diese  Gleichung  für  den  Festigkeitsmodul  K  den  Sicher- 
heitsmodul k  ein,  so  erhält  man 

Pz  =  0,8k.i 

und  diese  drückt  den  Widerstand  aus,  den  ein  Körper  leistet,  wenn  seine 
Torsionsfestigkeit  in  Anspruch  genommen  wird. 

Man  nennt  deshalb  den  Ausdruck  das  Torsionswiderstands- 
moment. 


Pz  =  0,8K. 


und 
daher 


Für  das  Quadrat  ist  ,4 
r  =  ib|/2' 


Ii 

r   ~~  3|/2~ 
und  folglich  das  Widerstandsmoment 

b3 


Pz  =  0,8k. 


Für  den  Kreis  ist 


31/2 


und 
daher 


r  2 


und  das  Widerstandsmoment 

Pz==0,8k.-^ 
Nimmt  man  anstatt  des  Halbmessers  den  Durchmesser  und  bezeichnet 
ihn  mit  d,  so  ist 

T  =^ 
^  32 
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und 
daher 

r  16 

und  das  Widerstandsmoment 

Für  den  Kreisring  ist,  wenn  r  den  äufseren  und  ri  den  inneren  Halb- 
messer bezeichnet, 

—  2  

und 

r  =  r 

daher 


r  2r 

und  das  Widerstandsmoment 

Pz  =  0,8k. 

Nimmt  man  anstatt  des  Halbmessers  den  Durchmesser  und  bezeichnet 
den  äufseren  Durchmesser  mit  d,  den  inneren  Durchmesser  mit  di ,  so  ist 

^(d^-d/) 
^'  =  32  

und 

r  =  ld 

daher 

^  7r(d^-  d/) 
r  Ibd 

und  das  Widerstandsmoment 

7r(d4  — d/) 


Pz  0,8k. 


I6d 

Aus  den  vorstehenden  Grleichungen  folgt  dann  der  Querschnitt  des 
prismatischen  Körpers,  wenn  das  Kraftmoment  Pz  gegeben  ist. 


8.  Die  Trägheitsmomente  und  Widerstandsmomente  der 

Querschnitte. 

a.  Der  Schwerpunkt. 

Wenn  man  für  einen  prismatischen  Körper  die  Tragkraft  bestimmen 
will,  so  mufs  man  das  Trägheitsmoment  seines  Querschnittes  so  wie  den 
Abstand  der  entferntesten  Faser  von  der  neutralen  Faserschicht  kennen, 
um  hieraus  das  Widerstandsmoment  abzuleiten.  Da  nun  die  neutrale  Faser- 
schicht durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  geht  und  ihn  in  einer 
horizontalen  geraden  Linie  schneidet,  welche  die  neutrale  Axe  des  Quer- 
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Schnittes  ist,  so  hat  man  zunächst  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  zu 
bestimmen. 

Bei  jeder  regelmäfsigen  geometrischen  Figur  fällt  der  Schwerpunkt 
mit  dem  geometrischen  Mittelpunkte  zusammen,  und  wird  eine  Figur  durch 
eine  gerade  Linie  in  zwei  symmetrische  Hälften  geteilt,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt in  dieser  Axe  der  Symmetrie. 

Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  ist  daher  der  Mittelpunkt  derselben. 
Der  Schwerpunkt  der  gewöhnlichen  geometrischen  Figuren  kann  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden;  wir  wollen  uns  daher  nur  mit  der  Bestim- 
mung des  Schwerpunktes  einiger  anderer,  in  der  Geometrie  nicht  vorkom- 
mender Figuren  beschäftigen. 

Die  Figur  22  ist  der  Querschnitt  eines  T  förmigen  Trägers.  Ziehen 
wir  die  Mittellinie  MMi,  so  ist  sie  die  Symmetrieaxe  der  Figur  und  es 
mufs  daher  in  dieser  Mittellinie  der  Schwerpunkt  der  Figur  liegen.  Zer- 
^        ^  legen  wir  die  Figur  in  die  beiden  Eecht- 

ecke  ABCD  und  AiBiCiDi,  so  ist  MMi 
auch  die  Mittellinie  der  beiden  Eechtecke, 
so  dals  auch  die  Schwerpunkte  derselben 
^  in  dieser  Geraden  liegen,  und  zwar  ist 
der  Mittelpunkt  von  M  m,  das  ist  Sj ,  der 
Schwerpunkt  des  Rechtecks  ABCD  und 
A        J)  der  Mittelpunkt  von  mMi,  das  ist  S2,  der 

~  Schwerpunkt  des  Eechtecks  AiBiCiDi. 
Beziehen  wir  die  Momente  der  beiden  Rechtecke  und  das  Moment  der 
ganzen  Figur  auf  die  Gerade  AB  als  Drehungsaxe,  so  ist  das  Moment 
der  Figur  gleich  der  Summe  der  Momente  beider  Rechtecke  und  aus  dieser 
Momentengleichung  läfst  sich  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Figur 
von  der  Geraden  A B  bestimmen.  Bezeichnen  wir  AB  mit  a,  B G  mit  b, 
so  ist  ab  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  ABCD,  und  da  der  Abstand 

seines  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  AB  gleich  y  ist,  so  ist 

ab  .y 

das  Moment  des  Rechtecks  ABCD  in  Beziehung  auf  die  Drehungsaxe  AB. 

Bezeichnen  wir  ferner  AiBi  mit  ai,  Bi  Ci  mit  b|,  so  ist  aibi  der 
Flächeninhalt  des  Rechtecks  AiBiCiDi  und  da  der  Abstand  seines  Schwer- 
punktes von  der  Drehungsaxe  AB  gleich  b  -\-  -^^  ist,  so  ist 

das  Moment  des  Rechtecks  AiBi  Ci  Di  in  Beziehung  auf  die  Drehungsaxe  A  B. 
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Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  ist  ab  +  aibi,  und  wenn  wir 
den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  AB  mit  y  be- 
zeichnen, so  ist 

(ab  H-  aibi)y 

das  Moment  derselben. 

Wir  haben  nun  die  Gleichung 

(abH-aib,)y  =  ab.  y  +  aibi  ^b 

und  hieraus 

ab.|  +  aib,(b  +  ^) 

^  ab  +  ajbi 

Bezeichnet  man  ab  mit  f  und  aibi  mit  fi,  so  wird 
—   (fi+^fjb  +  f^ai 

und  hiernach  kann  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Geraden  A  B 
berechnet  werden. 

Die  Figur  23  ist  der  Querschnitt  eines  doppelt  T  förmigen  Trägers. 
Wir  zerlegen  die  Figur  wieder  in  die  Eechtecke  ABCD,  AiBiCiDi  und 
A2B2C2D2,  dann  ist  die  Mittellinie  MMi  die  Symmetrieaxe  sowol  der  drei 
Eechtecke  als  der  ganzen  Figur,  so 
dafs  auf  dieser  Geraden  sämtliche 
Schwerpunkte    liegen.     Bilden  wir 
wieder  die  Momente  der  drei  Eechtecke 
und  der  ganzen  Figur  in  Beziehung  M 
auf  die  Gerade  AB  als  Drehungs- 
axe, so  erhalten  wir  eine  Momenten- 
gleichung, aus  welcher  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  der  Figur  von  der  Fig.  23. 

Geraden  AB  sich  bestimmen  läfst. 

Ist  AB  =  a  und  BC  -=  b,  so  ist  ab  der  Flächeninhalt  des  Eecht- 
ecks  ABCD,  und  da  der  Abstand  seines  Schwerpunktes  von  der  Geraden 

AB  gleich  y  ist,  so  ist 

ab.  — 


sein  Moment.  Ist  ferner  AiBi  =  ai  und  BiCi  =  bi,  so  ist  a^bi  der 
Flächeninhalt  des  Eechtecks  AiBiCiDi,  und  da  der  Abstand  seines  Schwer- 
punktes von  der  Geraden  A  B  gleich  b  -f-  ^  ist,  so  ist 


sein  Moment. 


aibi 

Ist  endlich  A2B2 


a2  und  B2C2  =  b2,  so  ist  a2b2  der 
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Flächeninhalt  des  Eechtecks  Ao  B2  C2  D2,  und  da  der  Abstand  seines  Schwer- 
punktes von  der  Geraden  AB  gleich  b  -|-  ai  -f-       ist,  so  ist 

a2b2  (b  H- a.  + 

sein  Moment. 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  ist 
ab  -f-  aibi  +a2b2 

und  wenn  wir  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der  Geraden  AB 
mit  y  bezeichnen,  so  ist 

(ab  -}-  a[bi  4-  a2 b2)y 

das  Moment  derselben. 

Wir  haben  nun  die  Gleichung 

(ab  -f  aibi  +  a2b2)  y  —  ab.  y     atbi  (b-f^j  +  a2b2  (b-f-a,  + 
und  hieraus 

ab.}  +  aib,(b  +  ^)+a2b2(b  +  ai  +  ^] 
ab -f  ajbi-]- agbg 

oder  wenn  wir  ab  mit  f,  aibi  mit  ft  und  a2b2  mit  f2  bezeichnen 
f.^   ,      (2b  +  a,)  j  ^^^2b  +  2a,+b,  j 

fb  +  ft(2b4-a,)  +  f2(2b  +  2a^  +  b,) 
^  2(f  +  f,+  f,) 

und  hiernach  kann  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Geraden  AB 
berechnet  werden. 

b.  Das  Trägheitsmoment. 

Wenn  die  Masse  M  in  der  Entfernung  r  von  einer  Drehungsaxe  sich 
befindet,  so  setzt  sie  einer  Kraft,  welche  sie  um  diese  Axe  zu  drehen 
strebt,  einen  Widerstand  entgegen,  welcher  sowol  der  Masse  als  auch  dem 
Quadrate  ihrer  Entfernung  von  der  Drehungsaxe  proportional  ist,  und 
welcher  daher  durch  das  Produkt  Mr^  dargestellt  wird.  Dieses  Produkt 
hat  man  das  Trägheitsmoment  der  Masse  in  Beziehung  auf  die  Drehungs- 
axe genannt. 

Jeder  feste  Körper,  welcher  um  eine  Axe  gedreht  werden  soll,  stellt 
nun  ein  System  von  Massen  dar,  welche  von  der  Drehungsaxe  verschiedene 
Entfernungen  haben  und  daher  auch  verschiedene  Trägheitsmomente  besitzen. 

Stellt  man  sich  vor,  dafs  diese  verschiedenen  Massen  in  einem  Punkte 
vereinigt  sind,  so  nennt  man  diesen  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Massen 
oder  den  Mittelpunkt  der  Trägheit,  und  das  Produkt  aus  der  Masse  des 
ganzen  Körpers  und  dem  Quadrate  der  Entfernung  ihres  Mittelpunktes  von 
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der  Dreliungsaxe,  ist  dann  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Beziehung 
auf  die  Axe. 

Denkt  man  sich  die  Masse  M  eines  Körpers  in  n  Elemente  mi,  mo, 
m:i  .  .  .  mn  zerlegt,  welche  in  den  Entfernungen  ri,  r-2,  r^  .  .  .  rn  von  der 
Drehungsaxe  sich  befinden,  und  bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes von  der  Drehungsaxe  mit  r,  so  müssen,  wenn  die  obige  Bedingung 
erfüllt  sein  soll,  die  folgenden  Gleichungen  bestehen 

mir2  =  miri2 

m2r2  =  m2r22 

m3r2  =  msrs^ 


mnr- 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man 
(mi  -f-  m2  +  •  •  •  -H  mn)  r^  =  miri2     miVi'^  -}-...  -f  m^rn^ 
und  hieraus 


V        mi4-m2  4- .  . . +mn 
Man  findet  daher  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Trägheit  von 
der  Drehungsaxe,  wenn  man  die  Summe  der  Trägheitsmomente  durch  die 
Summe  der  Massen  dividiert  und  aus  dem  Quotienten  die  Wurzel  zieht. 
Das  Trägheitsmoment  ist  nun  aber 

\     mi  +  m2 -]-... +  mn  ) 


und  weil 
so  ist 


mi  +  m2  -f  m3  -}-...  +  mn  =  M 
r'2  =  miri2-|-m2r22H-..  .  +  mnrn2 


das  heifst  aber: 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ist  gleich  der  Summe  der  Träg- 
heitsmomente seiner  Elemente.    Bezeichnen  wir  daher  diese  Summe  mit 

^  (mr2) 

so  stellt  dieser  Ausdruck  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  dar. 

Hat  man  das  Trägheitsmoment  für  eine  Axe  in  der  Entfernung  r 
vom  Mittelpunkte  der  Massen  bestimmt  und  will  man  es  auf  eine  andere 
Axe  beziehen,  welche  mit  der  ersteren  parallel  ist  und  von  ihr  um  die 
Strecke  e  absteht,  so  wird  das  Trägheitsmoment 

^[m(r  +  e)'^] 
Entwickelt  man  die  zweite  Potenz,  so  erhält  man 

^  [m  (r2  -f  2  r e  +  e^)]  =  ^  (mr2  +  2  mre  -f-  m  e^)  = 
^  (mr2)  +  2  ^  (m r  e)  -f-  ^  (m e^) 
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weil  aber  e  einen  constanten  Wert  hat,  so  hat  man 
^  (mr2)  -f  2  e  ^  (mr)  +  e2  ^  (m) 
Ist  nun  ^(mr^)  das  Trägheitsmoment  für  eine  Schwerpunktsaxe,  so 
ist  ^(mr)  das  statische  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Schwerpunktsaxe 
und  folglich  gleich  null;  endlich  ist  ^(m)  die  Masse  des  Körpers,  also  M; 
daher  wird  das  Trägheitsmoment 

^(mr2)  +  Me2 

Hiernach  wird  das  Trägheitsmoment  für  eine  zur  Schwerpunktsaxe 
parallele  Axe  gefunden,  wenn  man  zum  Trägheitsmomente  in  Beziehung 
auf  die  Schwerpunktsaxe  das  Produkt  aus  der  Masse  des  Körpers  und  dem 
Quadrate  des  Abstandes  beider  Axen  addiert. 

Ist  die  Masse  eines  Körpers  vollständig  homogen,  so  ist  sie  ihrem 
Volumen  proportional;  und  unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  die 
Trägheitsmomente  bestimmen. 

4  c  :b 

^  HtH-l  

Fig.  24. 

Ist  AB,  Fig.  24,  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  1  und  C  ihr 
Drehpunkt,  und  bezeichnen  wir  AC  mit  Ii,  BC  mit  I2,  so  treten  die 
Längen  1,  Ii  und  1)  an  die  Stelle  der  Massen  der  Linien  und  jedes  Längen- 
element tritt  an  die  Stelle  eines  jeden  Massenelementes.  Denken  wir  uns 
nun  zunächst  die  Länge  Ii  in  n  gleiche  Teile  geteilt,  wo  n  eine  sehr 
grofse  Zahl  sein  soll,  so  ~ist  ein  jeder  dieser  Teile  sehr  klein  und  zwar 
um  so  kleiner,  je  gröfser  n  ist,  so  dafs  für  ein  unendlich  grofses  n  ein 
jeder  Teil  unendlich  klein  wird. 

Die  Länge  eines  jeden  dieser  Teile  ist  ^        i^^®  Abstände  vom 

Drehpunkte  C  sind  der  Reihe  nach  ^    ,     U  •        •  •  *  ^^^^  ^^^^ 

Trägheitsmomente  der  Reihe  nach  sind 

Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  der  Länge  Ii  in  Beziehung  auf 
den  Drehpunkt  C  mit  Ti,  so  ist 

hebt  man  die  gemeinschaftlichen  Faktoren  aus,  so  erhält  man 
Ti  =  -^(l  +  22+32H-...  +  n2) 
Es  ist  aber  für  ein  sehr  grofses  n 

(1+22-f  32-h...-t-n2)  ^-^ 


I 
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daher  ist 

1   3       «3  12 

_     '       n-^  '  3  ~  3 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  das  Trägheitsmoment  von  L  in  Be- 
ziehung anf  den  Drehpunkt  C.    Bezeichnen  wir  dieses  Trägheitsmoment 
mit  To,  so  ist 

1  2 

Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Linie  in  Beziehung  auf  den  Dreh- 
punkt C  ist  nun  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  ihrer  Teile. 
Bezeichnen  wir  daher  dieses  Trägheitsmoment  mit  T,  so  ist 

T  =  T,  +  T,  =  l.i^+l,i|^ 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Masse  von  1  mit  M,  die  von  Ij  mit  M,, 
und  die  von  L  mit  Mo  und  führen  die  den  Längen  proportionalen  Massen 
ein,  so  wird 

M,1,^+M,L/  . 
3 

Fällt  der  Drehpunkt  C  mit  einem  Endpunkte  der  geraden  Linie,  etwa 
mit  B  zusammen,  so  wird  10  =  0,  1,  =  1  und  M^  ==  M  und  das  Trägheits- 
moment 

m_  MF 
3 

Fällt  der  Drehpunkt  C  mit  dem  Mittelpunkte  der  geraden  Linie  AB, 
also  mit  ihrem  Schwerpunkte  zusammen,  so  wird  lj  =  L  =  H  und  das 
Trägheitsmoment 

M,(il)2  +  M,(|l)^ 


3 

(Mi  +  M2)iP 


weil  aber 
so  wird 


M,  4-  M2  =  ] 
12 


Dieses  ist  also  das  Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie  für  eine 
Drehungsaxe,  welche  durch  ihren  Schwerpunkt  geht  und  auf  ihr  senk- 
recht steht. 

Ist  AB  CD,  Fig.  25,  ein  Eechteck,  dessen  Breite  AD  mit  b  und 
dessen  Höhe  A  B  mit  h  bezeichnet  werden  mag,  so  liegt  der  Schwerpunkt 
desselben  in  der  Mitte.  Legen  wir  daher  durch  den  Mittelpunkt  eine 
Gerade  ab  parallel  zur  Seite  AD,  so  kann  diese  als  eine  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Drehungsaxe  angesehen  werden.  Ist  M  die  Masse 
des  Rechtecks,  so  ist  diese  proportional  dem  Flächeninhalte  bh  desselben. 

Wenck,  Baumechanik.  fi 
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Teilen  wir  die  Breite  des  Eechtecks  in  n  gleiche  Teile  und  ziehen  durch 
die  Teilpunkte  Parallele  zu  seiner  Höhe,  so  zerfällt  das  Eechteck  in  eben- 
soviele  Streifen  st  als  die  Breite  geteilt  wurde.   Je  gröfser  nun  n  ist,  um 
^     ^  ^  so  schmaler  werden  die  Streifen,  so  dafs  sie  für  ein  hin- 

länglich grofses  n  als  gerade  Linien  angesehen  werden 
können,  deren  Schwerpunkte  sämtlich  in  der  Geraden  ab 
liegen.    Die  Länge  einer  solchen  geraden  Linie  ist  h 
M 

und  ihre  Masse  ist  — ,  daher  ist  das  Trägheitsmoment 

derselben  in  Beziehung  auf  eine  durch  ihren  Schwer- 
punkt gehende  und  auf  ihr  senkrechte  Axe 

Fig.  25.  n   '  12 

Eine  solche  gerade  Linie  ist  aber  ein  Flächenelement 
des  Eechtecks,  daher  ist  auch  das  Trägheitsmoment  des  Eechtecks  in  Be- 
ziehung auf  die  Axe  ab  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  dieser 
Elemente.   Nun  ist 

n  *  12 

das  Trägheitsmoment  eines  jeden  solchen  Elementes,  und  da  das  Eechteck 
aus  n  Elementen  besteht,  so  ist  die  Summe  dieser  Trägheitsmomente 

M  h2 

daher  ist 

das  Trägheitsmoment  des  Eechtecks;  oder  wenn  wir  für  die  Masse  M 
die  proportionale  Fläche  bh  setzen,  so  ist 

bh^ 

12 

das  Trägheitsmoment  des  Eechtecks  in  Beziehung  auf  eine  durch  seinen 
Schwerpunkt  gehende  und  mit  seiner  Breite  AD  parallele  Axe. 

Geht  die  Drehungsaxe  parallel  mit  der  Höhe  durch  den  Schwerpunkt 
des  Eechtecks,  so  ist  sein  Trägheitsmoment 

hb^ 
12 

Fällt  die  Drehungsaxe  mit  der  Seite  AD  zusammen,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment ^j^3 

und  fällt  die  Drehungsaxe  mit  der  Seite  A  B  zusammen,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment j^^3 

~3~ 
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Fig.  26. 


Ist  das  Rechteck  ein  Quadrat,  so  ist  h  =  Das  Trägheitsmoment 
eines  Quadrates  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  und  mit  einem 
Paare  Gegenseiten  parallele  Axe  ist  daher 

12 

Dieses  Trägheitsmoment  gilt  auch  dann,  wenn  die  Drehungsaxe  eine 
Diagonale  des  Quadrates  ist. 

Ist  AB  CD,  Figur  26,  ein  hohles  Rechteck,  dessen  Breite  AB  mit 
b  und  dessen  Höhe  AD  mit  h  bezeichnet  Averden  mag,  ist  der  hohle  Teil 
ebenfalls  ein  Rechteck  A,B,  C^Dj,  dessen  Breite  mit  b,  und 
dessen  Höhe  mit  h,  bezeichnet  werden  soll,  und  fallen  die 
Mittelpunkte  beider  Rechtecke  zusammen,  so  fallen  auch 
ihre  Schwerpunkte  zusammen,  und  eine  durch  den  Mittel-  ^ 
punkt  gezogene  Gerade  ab,  welche  mit  der  Breite  beider 
Rechtecke  parallel  ist,  kann  als  eine  gemeinschaftliche,  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Drehungsaxe  angesehen  werden. 
In  Beziehung  auf  diese  Drehungsaxe  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Rechtecks  AB  CD 

bh3 
12 

und  das  Trägheitsmoment  des  Rechtecks  Aj  B,  C,  D, 

b,h/ 
12 

Da  nun  das  hohle  Rechteck  die  Differenz  dieser  beiden  Rechtecke  ist, 
so  ist  auch  das  Trägheitsmoment  des  hohlen  Rechtecks  die  Differenz  der 

Trägheitsmomente  dieser  beiden  Rechtecke  und  daher 

bh^  — b^h,3 
12 

Besteht  das  Rechteck  A B  C D,  Figur  27,  aus  zwei  fest  mit  einander 
verbundenen  Teilen  AA,  D,D  und  BB,CjC,  zwischen  denen  der  hohle 
Teil  A,  Bj  C,  Dj  liegt,  und  bezeichnen  wir  die  Breite  AD  ^  ^ 
mit  b,  die  Höhe  AB  mit  h  und  die  Höhe  AjB,  mit 
h, ,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Rechtecks  ABC  D 
W 
12 

und  das  Trägheitsmoment  des  hohlen  Teils  AjBjC^D, 
bh,3 


12 


A 


I? 


Fig.  27. 


Da  nun  die  widerstehende  Fläche  die  Differenz 
dieser  beiden  Rechtecke  ist,  so  ist  auch  ihr  Träg- 
heitsmoment die  Differenz  der  Trägheitsmomente  dieser  beiden  Rechtecke 
und  daher  b  (h^  —  h^^) 

12 

5* 
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Ist  der  Querschnitt  kreuzförmig,  Figur  28,  ist  AB  =  AjBj, 
B  C  -=  B,  C, ,  so  liegt  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte  des  Kreuzes.  Be- 
zeichnet man  nun  AB  =  A, B,  mit  h,  BC  =  B, Cj  mit  h,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  von  AB  CD  bh^ 

12 

Das  Trägheitsmoment  von  AjBjCjD,  aber,  da 
das  Trägheitsmoment  des  in  der  Mitte  liegenden 
Quadrates,  dessen  Seite  b  ist,  abzuziehen  ist 
hb^  _    (h  —  b) 

12         12  12 
und  daher  ist  das  Trägheitsmoment  der  Figur 

Hat  der  Querschnitt  die  Form  Figur  29,  so  dafs  die  drei  Streifen 
AB,  DC,  A, Dj  dieselbe  Breite  A, B,  haben,  so  liegt  der  Schwerpunkt  in 
der  Mitte  des  Vierecks  AB  CD.  Bezeichnen  wir  nun  AB  mit  b,  BC  mit 
h,  AB  — A,B,  mit  b^,  B,C,  mit  h^,  so  ist 

bh3 
12 

das  Trägheitsmoment  des  Vierecks  AB  CD  und 
b,h,3 

12 

das  Trägheitsmoment  der  beiden  ausgeschnittenen  Teile, 
welche  zusammen  ein  Viereck  von  der  Breite  b,  und 
der  Höhe  h  bilden,  daher  ist  die  Differenz  beider  Träg- 


z> 


heitsmomente 


Fig.  29. 


bh^  — bih, 
12 


J  K 

\  H 
\ 

a  \ 

JE  F 
Fig.  30. 


das  Trägheitsmoment  der  Figur. 

Hat  der  Querschnitt  die  Form  Figur  30  und 
ist  MN  die  neutrale  Axe  desselben,  so  können 
wir  das  Trägheitsmoment  auf  folgende  Weise  be- 
stimmen. Wir  zerlegen  die  Figur  in  die  Eecht- 
eckeABNM,  EFGH,  DJHM  und  CKGN  und 
beziehen  die  Trägheitsmomente  derselben  auf  die 
Axe  MN  als  Drehungsaxe.  Bezeichnen  wir  AB 
mit  b  und  B  N  mit  h,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Rechtecks  AB  NM 


Bezeichnen  wir  ferner  EF  mit  bi  und  FG  mit  hi,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Eechtecks  EFCH 

bih,3 
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Es  ist  nun  DC — JK=b  —  bj;  bezeichnen  wir  dieses  mit  b.^  und 
DM  =  CN  mit  h^,  so  ist  das  Trägheitsmoment  der  beiden  Eechtecke  D  JHM 
und  CKGN 

3 

Da  nun  dieses  letztere  Trägheitsmoment  von  der  Summe  der  beiden 
ersten  Trägheitsmomente  abzuziehen  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des 
Querschnittes 


bh^  +  b^hi 


Das  Trägheitsmoment  des  Eechtecks  A  B  C  D,  Figur  31,  ist  für  seine 
Schwerpunktsaxe  ab,  wenn  AD  mit  b,  AB  mit  h  bezeichnet  wird, 

Zieht  man  die  Mittellinie  B'D',  so  hat  das  Eecht- 
eck  ABB'D'  die  Breite  Ib  und  daher  ist  sein 
Trägheitsmoment  aC.  [__  /_  


D' 
Fig.  31. 


24 

Teilt  man  nun  die  Höhe  h  in  drei  gleiche  Teile, 
so  dafs  Ba'  gleich  ih  ist,  zieht  die  Gerade  a'b' 
parallel  zu  ab  und  bezieht  das  Trägheitsmoment 
des  Eechtecks  ABB'D'  auf  die  Gerade  a'b'  als 
Drehungsaxe,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Axen 
ab  und  a'b' 

ih— U  =  U 
Der  Flächeninhalt  des  Eechtecks  ABB'D'  ist  aber 

Hh 

daher  ist  sein  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Axe  a'b' 
bh^ 

=  (24 -72)  ^'^  =-3^ 
Zieht  man  die  Diagonale  AC,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
ABC  gleich  dem  Flächeninhalte  des  Eechtecks  ABB'D';  da  aber  die 
Gerade  a'b'  durch  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  geht,  so  ist  sie 
eine  Schwerpunktsaxe  dieses  Dreiecks  und  mithin 

bh^ 
36 

sein  Trägheitsmoment.  Dieses  Dreieck  kann  in  jedes  beliebige  andere 
Dreieck  von  derselben  Grundlinie  und  Höhe  verwandelt  werden,  es  ist  daher 

W_ 

3t) 
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das  Trägheitsmoment  eines  Dreiecks  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  Axe. 

Ist  Figur  32  ABC  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  AB  =  b  und 
dessen  Höhe  CD  =  h  ist,  und  ist  ab  seine  Schwerpunktsaxe,  so  ist,  wie 
wir  soeben  gesehen  haben 

^'       r  bh3 

 °  36 

sein  Trägheitsmoment  in  Beziehung  auf  die  Axe  ab. 
Legen  wir  nun  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks 
y  die  Gerade  a'b'  parallel  zu  ab,  so  ist  der  Abstand 

\  l   beider  Axen  §h,  und  da  der  Flächeninhalt  des 

\        Dreiecks  —  ist,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  in 

s     Beziehung  auf  die  Axe  a'b' 

Fig.  32.  4_         a  h)2  _  bh^ 

36   ^    2    •      ^  4 

und  dieses  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Dreiecks  in  Beziehung  auf  eine 

durch  seine  Spitze  gehende  Axe. 

Um  das  Trägheitsmoment  der  Kreisfläche  zu  bestimmen,  zerlegen  wir 

diese  Fläche  in  lauter  unendlich  kleine  Dreiecke,  welche  mit  ihren  Spitzen 

im  Mittelpunkte  des  Kreises  liegen  und  deren  Grundlinien  unendlich  kleine 

Teile  der  Peripherie  sind.   Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Kreises 

mit  r  und  den  unendlich  kleinen  Bogen  des  Dreiecks  mit  «,  so  ist  das 

Trägheitsmoment  eines  solchen  Elementardreiecks  in  Beziehung  auf  den 

Mittelpunkt  des  Kreises  ^ 

4 

und  die  Summe  dieser  Trägheitsmomente  ist  das  polare  Trägheitsmoment 
der  Kreisfläche  in  Beziehung  auf  ihren  Mittelpunkt.  Diese  Summe  ist 
aber,  weil  —  gemeinschaftlicher  Faktor  ist,  gleich  der  Summe  der  un- 
endlich kleinen  Bogen  multipliciert  mit  diesem  gemeinschaftlichen  Faktor. 
Da  nun  diese  Summe  der  unendlich  kleinen  Bogen  gleich  dem  Kreisumfange, 
also  gleich  2rjr  ist,  so  ist  das  polare  Trägheitsmoment  der  Kreisfläche 

J.3  J.4 

2  r  JT  .  —  =  JT 

Nun  wird  aber  die  Kreisfläche  von  zwei  durch  seinen  Mittelpunkt  gehen- 
den und  aufeinander  senkrecht  stehenden  Durchmessern  in  vier  kongruente 
Teile  geteilt,  und  daher  ist  das  Trägheitsmoment  der  Kreisfläche  in  Be- 
ziehung auf  einen  Durchmesser  gleich  der  Hälfte  des  polaren  Trägheits- 
momentes. Das  Trägheitsmoment  der  Kreisfläche  in  Beziehung  auf  eine 
durch  ihren  Mittelpunkt,  also  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende  Axe  ist  daher 
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Führt  man  den  Durchmesser  d  ein,  so  ist  d  =  2  r,  daher  r  =  — ,  mit- 


hin das 


Trägheitsmoment     ^  ( A 

^[21  7t 
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Das  Trägheitsmoment  eines  Ringes  ist  die  Differenz  der  Trägheits- 
momente heider  Kreise.  Bezeichnen  wir  daher  die  Halbmesser  mit  r  und 
rj,  so  ist  das  Trägheitsmoment 

oder  wenn  man  die  Durchmesser  d  und  dj  einführt 

c.  Das  Widerstandsmoment. 

Nachdem  im  Vorstehenden  die  Trägheitsmomente  bestimmt  worden 
sind,  hat  man  den  Abstand  der  äufsersten  Faser  von  der  neutralen  Faser- 
schicht, das  ist  e  zu  ermitteln,  um  für  einen  jeden  Querschnitt  das  Wider- 
T 

Standsmoment  —  zu  berechnen, 
e 

Für  das  Eechteck  mit  den  Seiten  b  und  h  ist  für  die  Drehungsaxe 
parallel  zur  Seite  b 

daher  das  Widerstandsmoment 

T  _  bh^ 
e  6 

und  für  die  Drehungsaxe  parallel  zur  Seite  h  ist 

T  =  Mi;  e  =  H 
daher  das  Widerstandsmoment 

T  hb^ 

e  ~^  6 

Für  das  Quadrat  mit  der  Seite  b  ist 

T  =  ^;  e  =  U 
daher  das  Widerstandsmoment 

^=  b3 
e  6 

Fällt  die  horizontale  Schwerpunktsaxe  mit  einer  Diagonale  des  Quadrats 
zusammen,  so  ist 

daher  das  Widerstandsmoment 
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Für  das  Dreieck  mit  der  Grundlinie  b  und  der  Höhe  h,  Figur  31,  ist 

36 

Für  die  Seite  B  C  ist  e  =  3  h  und  für  die  Spitze  A  ist  e'  ==  I  h ; 
wir  erhalten  daher  die  beiden  Widerstandsmomente:  , 
T        bh2      ,    T  bh2 

Für  das  hohle  Eechteck,  Figur  26,  ist 
^  bh^-b,h,^ 
T  =  ^2"^'  e  =  |h  . 

daher  das  Widerstandsmoment 

l>h'— bihi'  ■ 
e  6  h  I 

Für  das  aus  zwei  fest  miteinander  verbundenen  Teilen  bestehende  ' 

Eechteck,  Figur  27,  ist 

b(h3-h,3)  .  ,      ,  . 

daher  das  Widerstandsmoment  | 

T_  ^  b(h3  — ht^) 

e  6h 

Für  den  kreuzförmigen  Querschnitt,  Figur  28,  ist 

T  =  -^[h^  +  (h-b)V];  e^U 

daher  das  Widerstandsmoment 

Für  den  Querschnitt,  Figur  29,  ist 
bh3—  b  h  3 

daher  das  Widerstandsmoment 

T        bh3— b,h,3 


■e  6h 
Für  den  Querschnitt  Figur  30  ist 

^_  bh3-hb,h,3-b,h, 


3 
3 


Für  die  Seite  AB  ist  e  =  h  und  für  die  Seite  EG  ist  e'  =  h, ;  wir 
erhalten  daher  die  beiden  Widerstandsmomente 

T          bh^-f  bih^^  — b.h.a 

8  3h 

und 

T  ^  bh3  +  b^h,3-b,h,^ 
e'  3  h, 

Für  den  kreisförmigen  Querschnitt  ist 

T  =  -^;  e  =  r 
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daher  das  Widerstandsmomont 

e  4 

und  führt  man  den  Durchmesser  ein,  so  ist 
daher  das  Widerstandsmoment 

T  ^  Ttd^ 
e  32 

Für  den  ringförmig-en  Querschnitt  ist 

T  =  ^(r'-0;  e 
daher  das  Widerstandsmoment 

e       4r  ^          1 ^ 
und  führt  man  die  Durchmesser  d  und  dj  ein, 

daher  das  Widerstandsmoment 

T  TT  ,  . 


ZWEITER  ABSCHNITT. 

Die  Holz-Construktionen. 


1.  Die  Balken. 

Die  einfachen  Holzbalken  werden  aus  den  Stämmen  der  Bäume  durch 
Bearbeitung  mit  der  Axt  oder  der  Säge  hergestellt,  und  zwar  so,  dafs 
der  Querschnitt  ein  Eechteck  oder  doch  nahezu  ein  Eechteck  wird. 

Soll  nun  aus  einem  gegebenen  Baumstamme  ein  rechteckiger  Balken 
hergestellt  werden,  welcher  unter  allen  aus  diesem  Stamme  möglichen 
rechteckigen  Balken  die  gröfste  Tragfähigkeit  besitzt,  so  kann  dieses  nur 
für  ein  bestimmtes  Verhältnis  der  Seiten  des  Rechtecks  ausführbar  sein, 
da  die  Tragkraft  eines  reckteckigen  Balkens  von  dem  Produkte  bh^  ab- 
hängt, wo  b  die  Breite  und  h  die  Höhe  des  Querschnittes  bezeichnet. 

Mit  Anwendung  der  Differentialrechnung  findet  man,  dafs  die  Trag- 
fähigkeit eines  rechteckigen  Balkens  ein  Maximum  ist,  wenn  die  Proportion 

b  ^  1 

h  yr 

besteht. 

Soll  daher  aus  einem  gegebenen  Baumstamme  derjenige  Balken  her- 
gestellt werden,  welcher  unter  allen  aus  diesem  Stamme  herzustellenden 
Balken  die  gröfste  Tragfähigkeit  besitzt,  so  müssen  die  Seiten  des  Quer- 
schnittes sich  wie  1  zu  "|/2  verhalten. 

Es  ist  aber  "[/2  =  1,4...  Wenn  man  daher  die  Glieder  des  Ver- 

1  5 

hältnisses  ^  ^     mit  5  multipliciert ,  so  erhält  man  das  Verhältnis  — 

welches  für  den  praktischen  Gebrauch  bequem  und  hinlänglich  genau  ist. 

Um  die  Seiten  des  Rechtecks  für  einen  gegebenen  Fall  zu  berechnen, 
sei  d  der  Durchmesser  des  Stammes,  dessen  Querschnitt  als  Kreis  ange- 
sehen werden  kann.  Dann  ist,  wenn  man  mit  b  die  Breite,  mit  h  die 
Höhe  des  Rechtecks  bezeichnet, 

d'-^  =  b'^  -h  h'-^ 
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Nun  soll  aber  sein 


also 


b  _ 

b  = 


1 

"VI 
1 

w 


Wird 
hält  man 


dieser  Wert  von  b  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  so  er- 
d^  =  i    -f  h' 


und  hieraus 

h  =  d|/|- 

Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  von  h  in  die  Gleichung  für  b  er- 
halten wir  sodann 

b  =  dy-r 

Will  man  das  Eechteck  construieren,  so  betrachte  man  den  Querschnitt 
des  Stammes  als  Kreis,  Figur  33,  ziehe  einen  Durchmesser  AB,  teile 
diesen  in  drei  gleiche  Teile  und  errichte  in  den 
Teilpunkten  C  und  D  auf  entgegengesetzten  Seiten 
des  Durchmessers  die  Senkrechten  CG.  und  DD,, 


hierauf  ziehe  man  ACj,  BCj,  ADj, 


BD,,  so  ist 


ACjBDi  das  gesuchte  Rechteck. 

Die  Dreiecke  A  C  Cj  und  B  C  Cj  sind  ähnlich, 
daher  besteht  die  Proportion 
BC  _  CG, 
BG,  AG, 


Fig.  33. 


aus  welcher  durch  Vertauschung  der  mittleren  Glieder  weiter  folgt 


oder  wenn  wir  BC.  mit  h 


Es  ist  aber 


BG 

BG, 

CG,  ~ 

"  AG, 

und  AGj 

mit  b  bezeichnen 

h 

BG 

b  ~ 

GG, 

CC,^  = 

AC.BC 

daher  auch 


oder 


CG,  =  Vac.bc 


BG 


j/AG.BG 

Vbc' 


Endlich  folgt  aus  der  Teilung  des  Durchmessers 
BG  _  2 
AG  ~  1 
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daher  _ 

h  _  j/2 
b  "~  1 

oder 

b  ^  1 

Ii 

Soll  ferner  aus  einem  gegebenen  Baumstämme  ein  rechteckiger  Balken 
hergestellt  werden,  der  unter  allen  aus  diesem  Stamme  herzustellenden 
rechteckigen  Balken  den  gröfsten  Widerstand  gegen  die  Biegung  besitzt, 
so  kann  dieses  wieder  nur  für  ein  bestimmtes  Verhältnis  der  Seiten  des 
Eechtecks  ausführbar  sein,  da  der  Widerstand  gegen  die  Biegung  eines 
rechteckigen  Balkens  von  dem  Produkte  bh^  abhängt,  wenn  b  die  Breite 
und  h  die  Höhe  des  Eechtecks  bezeichnet. 

Mit  Anwendung  der  Differentialrechnung  findet  man,  dafs  der  Wider- 
stand gegen  die  Biegung  bei  einem  rechteckigen  Balken  ein  Maximum 
ist,  wenn  sich  die  Breite  ziu*  Höhe  verhält  wie  1  zu  "]/3.  Man  muls 
daher  aus  dem  Stamme  den  Balken  so  gewinnen,  dafs  die  Seiten  desselben 
das  eben  genannte  Verhältnis  haben. 

Es  ist  aber  ys  =  1,73  .. .    Wenn  man  nun  die  Glieder  des  Ver- 

1  4 

hältnisses  -pj^  mit  4  multipliciert,  so  erhält  man  das  Verhältnis  -g-^y 
'  4 

wofür  man  auch  —  setzen  kann;  und  dieses  Verhältnis  ist  für  den  prak- 
tischen Gebrauch  bequem  und  hinlänglich  genau. 

Um  die  Seiten  des  Eechtecks  für  einen  gegebenen  Fall  zu  berechnen, 
sei  d  der  Durchmesser  des  Stammes,  dessen  Querschnitt  als  Kreis  anzu- 
sehen ist.  Dann  ist,  wenn  man  mit  b  die  Breite,  mit  h  die  Höhe  des 
Eechtecks  bezeichnet, 

d"^  =  b^  4-  h^ 


Nun  soll  aber  sein 


also 


b  1 


b  =  J^h 

Wird  dieser  Wert  von  b  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  so  er- 


hält man 


und  hieraus 


d-^  =  ih'-^ 
d^  =  ih-^ 
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Durch  Einsetzung  dieses  Wertes  von  h  in  die  Gleichung  für  b  er- 
hält man  sodann 

Will  man  das  Eechteck  construieren,  so  betrachte  man  den  Querschnitt 
des  Stammes  als  Kreis,  Figur  34,  und  ziehe  einen  Durchmesser  AB,  teile 
diesen  in  vier  gleiche  Teile  und  lege  durch  die  Teilpunkte  C  und  D  die 
Sehnen  EF  und  GH,  so  dafs  sie  auf  dem  Durch- 
messer AB  senkrecht  stehen.  Diese  Sehnen  sind 
einander  gleich,  da  sie  gleich  weit  vom  Mittel- 
punkte des  Kreises  abstehen.  Verbindet  man  nun 
E  mit  G  und  F  mit  H  durch  Gerade,  so  ist  EF  HG 
das  gesuchte  Kechteck. 

Es  ist 

CF  =  yAC.BC  Fig.  34. 

und  wenn  wir  den  Durchmesser  mit  d  bezeichnen,  so  ist 
AC  =  H;  BC  =  |d 

daher  auch 


cF=yH  jd  =~y^ 


Ferner  ist 


Endlich  ist 


EF  ==  2  .CF 


FH  = 


Bezeichnet  man  daher  FH  mit  b  und  EF  mit  h, 

d, 

_b  _ 

h  ~~ 


so  hat  man 


d  /_ 


1 


Wenn  man  darauf  verzichtet,  den  Balken  vollkantig,  also  genau  pris- 
matisch zu  haben,  so  läfst  sich  durch  die  Art  und  Weise,  wie  der  Balken 
aus  dem  Stamme  beschlagen  wird,  eine  gröfsere  Tragkraft  erzielen. 

Sind  b  und  h  die  Dimensionen,  welche  der  Querschnitt  desjenigen 
vollkantigen  Balkens  haben  würde,  welcher  sich  für  das  Maximum  der 
Tragkraft  aus  einem  Stamme  gewinnen  läfst;  beschlägt  man  ihn  aber  so, 
dass  er  durchgehends  die  Höhe  h,  am  Zopfende  die  Breite  b  und  am 
Stammende  die  Breite  B  hat,  wo  B  gröfser  als  b  ist,  und  daher  die  Breite 
des  Balkens  von  dem  einen  Ende  zum  andern  wächst,  so  dafs  er  in  der 
B  +  b 


Mitte  die  Breite 


hat,  so  können  wir,  unter  Voraussetzung  einer 


gleichmäfsigen  Belastung,  wo  der  gefährliche  Querschnitt  in  der  Mitte 
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liegt,  die  Tragkraft  dieses  Balkens  gleich  der  Tragkraft  eines  Balkens 
setzen,  dessen  Breite  die  mittlere  Breite  dieses  Balkens  ist;  es  verhalten 
sich  dann  die  Tragkräfte  des  vollkantigen  und  des  in  der  Breite  diver- 
gierenden Balkens  wie 

D  ZU   ^  

indem  die  Höhe  bei  beiden  Balken  dieselbe  ist. 

Ist  nun  B  =  b  -|-     b,  so  wird  das  Verhältnis  der  Tragkräfte 

b  +  b-}-  — b 
b:  ^  

oder 

1:1+^ 

'  2n 

Die  Tragkraft  des  Balkens  mit  divergierender  Breite  ist  also  um 

gröfser  als  die  Tragkraft  des  vollkantigen  Balkens. 

Beschlägt  man  den  Balken  ferner  so,  dafs  er  überall  die  Breite  b, 
am  Zopfende  die  Höhe  h  und  am  Stammende  die  Höhe  H  hat,  wo  H 
gröfser  als  h  ist  und  daher  die  Höhe  des  Balkens  von  dem  einen  Ende 

zum  andern  wächst,  so  dafs  er  in  der  Mitte  die  Höhe  hat,  so 

können  wir  unter  derselben  Voraussetzung  wie  oben  die  Tragkraft  dieses 
Balkens  gleich  der  Tragkraft  eines  Balkens  setzen,  dessen  Höhe  die 
mittlere  Höhe  dieses  Balkens  ist;  es  verhalten  sich  dann  die  Tragkräfte 
des  vollkantigen  und  des  in  der  Höhe  divergierenden  Balkens  wie 

Ist  nun  H  =  h  -|-  —  h,  so  wird  das  Verhältnis  der  Tragkräfte 
das  ist  aber 

Die  Tragkraft  des  Balkens  mit  divergierender  Höhe  ist  also  um 

n  ^  4n2 

gröfser  als  die  Tragla-aft  des  vollkantigen  Balkens. 

Läfst  man  den  Balken  von  dem  einen  Ende  zum  andern  nach  Höhe 
und  Breite  wachsen,  so  kann  man  wieder  unter  derselben  Voraussetzung 
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wie  oben  die  Tragkraft  dieses  Balkens  gleich  der  Tragkraft  setzen,  welche 
ein  Balken  besitzt,  der  den  mittleren  Querschnitt  dieses  Balkens  zum 
Querschnitte  hat. 

Bezeichnet  man  den  Durchmesser  am  Stammende  mit  D  und  den 
Durchmesser  am  Zopfende  mit  d,  so  ist  "^^^  der  mittlere  Durchmesser 
des  Stammes.  Sind  nun  B  und  H  die  Dimensionen,  welche  der  mittlere 
Querschnitt  des  Balkens  für  das  Maximum  der  Tragkraft  hat,  so  ist 

Für  den  durchgehends  vollkantigen  Balken  würde  aber  sein 

h=d]/r 

Die  Tragkräfte  des  durchgehends  vollkantigen  und  des  nach  Höhe 
und  Breite  divergierenden  Balkens  verhalten  sich  wie  die  Produkte 

bh^  zu  Bff 

Setzen  wir  für  die  Faktoren  dieser  Produkte  ihre  soeben  angegebenen 
Werte,  so  wird  das  Verhältnis 

das  ist 

Ist  nun  D  =  d  H  d,  so  wird  das  Verhältnis 

'   n  ' 


das  ist  aber 


1:1 


==i.i-i__L.  -  _A.  .  _JL 

^     ^  2n  ^  4n2    ^  Sn^ 
Die  Tragkraft  des  nach  Höhe  und  Breite  divergierenden  Balkens  ist 
daher  um 

gröfser  als  die  Tragkraft  des  durchgehends  vollkantigen  Balkens. 

Vergleichen  wir  die  Tragkräfte  der  vier  aus  demselben  Stamme  zu 
gewinnenden  Balken  mit  einander,  so  verhalten  sich  die  Tragkräfte  der- 
selben zu  einander  wie 
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Sind  die  Durchmesser  der  beiden  Endflächen  eines  Stammes  nahezu 
gleich,  was  besonders  bei  kurzen  Stämmen  häufig  vorkommt,  und  wird  ein 
solcher  Stamm  durchgehends  wahnkantig  beschlagen,  so  kann  man  seine 
Tragkraft  näherungsweise  gleich  der  Tragkraft  des  runden  Stammes  setzen. 

Bezeichnet  man  den  Durchmesser  des  Stammes  mit  d,  so  wie  mit  b 
und  h  die  Dimensionen  des  Querschnittes  desjenigen  vollkantigen  Balkens, 
welcher  aus  dem  Stamme  für  das  Maximum  der  Tragkraft  sich  gewinnen 

so  ist  b  =  d|/r;  h  =  di/|- 

Die  Tragkräfte  des  vollkantigen  und  des  wahnkantigen  Balkens  ver- 
halten sich  wie 

bh-  CT 

Setzen  wir  für  b  und  h  die  Werte,  so  geht  das  Verhältnis  in  fol- 
gendes über 

6  '32 

das  ist  aber 

=  1  :  1,5 

Die  Tragkräfte  des  vollkantigen  und  des  wahnkantigen  Balkens  ver- 
halten sich  mithin  näherungsweise  wie  1  zu  1,5  oder  die  Tragkraft  des 
wahnkantigen  Balkens  ist  nahezu  U  mal  so  grofs  als  die  Tragkraft  des 
vollkantigen  Balkens. 

Beispiel. 

Ein  Baumstamm  sei  7  Meter  lang,  habe  am  Stammende  einen  Durchmesser 
von  39  Centimeter  und  am  Zopfende  einen  Durchmesser  von  30  Centimeter. 
Es  ist  die  Tragkraft  der  verschiedenen  daraus  herzustellenden  Balken  zu  be- 
rechnen. 

Betrachten  wir  den  Balken  als  mit  beiden  Enden  frei  aufliegend  und 
gleichmäfsig  belastet,  so  ist  seine  Tragkraft 

T 

P  =  8k^- 
el 

Für  den  rechteckigen  Balken  von  der  Breite  b  und  der  Höhe  h  ist 

T  _  bh-^ 
e  ~  6 

und  daher  die  Tragkraft 

6  1 

Bezeichnet  man  den  Durchmesser  am  Zopfende  des  Stammes  allgemein 
mit  d,  so  ist  für  den  vollkantigen  Balken 

b  =  dl/f;     h  =  d>/| 
und  wenn  man  für  d  seinen  Wert  setzt 

b  =  30>/r=  17,32  ;     h  ==  30  |/|'=  24,49 
ferner  ist  k=  100,  1  =  700.    Wird  dieses  in  die  Gleichung  eingesetzt,  so  er- 
hält man  die  Tragkraft  für  den  vollkantigen  Balken 

P  =  8  .  100  .  ^'f^:^^  =  1978,2  Kilogramm. 
0  .  /OO 
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Wird  nun  der  Balken  so  beschlagen,  dafs  er  die  Höhe  h,  am  Zopfende 
die  Breite  b,  am  Stammende  aber  die  Breite  B  hat,  so  dafs  seine  mittlere  Breite 
B  -4-  b 

— ist,  so  ist,  wenn  wir  den  Durchmesser  am  Stammende  mit  D  bezeichnen, 

B=l/D-rr^  und  daher  l±i  =  V^+^ 

Nun  ist   

yD2  — h2  ==  "1/392  _      |/r^2  ^  30^35 

und  mithin   

yD._h^+b^  30.35 +  17,32  ^^3^33^ 

Die  Tragkraft  des  Balkens  ist  aber 

P  =  8  . 100  .  ^^^^^^r^  ^  ^^^^'^  Kilogramm. 

Die  Tragkraft  dieses  Balkens  ist  daher  um  745,7  Kilogramm  gröfser  als 
die  Tragkraft  des  vollkantigen  Balkens. 

"Wird  ferner  der  Balken  so  beschlagen,  dafs  er  die  Breite  b,  am  Zopfende 
die  Höhe  h,  am  Stammende  aber  die  Höhe  H  hat,  so  dafs  seine  mittlere  Höhe 

^"j"^  ist,  so  ist 


H=l/I)^  und  daher 

Nun  ist   

VD2  — b2  =  "1/392  _      |/rj2  _  34^94 

und  mithin   

yD2_  b^t-f-h  _  34,94+24,49 
2  2i 
Die  Tragkraft  des  Balkens  ist  aber 

P  =  8  . 100  .  ^^^t^'^Üf     =  2912  Kilogramm. 
D  .  700 

Die  Tragkraft  dieses  Balkens  ist  daher  um  933,8  Kilogramm  gröfser  als 
die  Tragkraft  des  vollkantigen  Balkens  und  um  188,1  Kilogramm  gröfser  als 
die  Tragkraft  des  nach  der  Breite  divergierenden  Balkens. 

Wird  endlich  der  Balken  so  beschlagen,  dafs  er  nach  Breite  und  Höhe 
divergiert,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dafs  der  mittlere  Durchmesser  des 
Stammes 

ist,  daher  wird  die  mittlere  Breite  des  Balkens 

34,5  >/p=  19,9 

und  die  mittlere  Höhe  desselben 

34,5      =  28,16 
die  Tragkraft  dieses  Balkens  ist  aber 

P  =  8  . 100  .  ^^'l'f^f"  =  3008  Kilogramm. 
0  .  700 

Die  Tragkraft  des  nach  Breite  und  Höhe  divergierenden  Balkens  ist  um 
1092,8  Kilogramm  gröfser  als  die  Tragkraft  des  vollkantigen  Balkens,  um 
274,1  Kilogramm  gröfser  als  die  Tragkraft  des  nach  der  Breite  divergierenden 
Balkens  und  um  96  Kilogramm  gröfser  als  die  Tragkraft  des  nach  der  Höhe 
divergierenden  Balkens. 

Wenck,  Baumechanik.  6 
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2.  Die  Streben, 


Wenn  ein  Balken  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Stellung  hat, 
wird  er  Sparren  oder  Strebe  genannt.  Eine  solche  Strebe  lehnt  sich  mit 
ihren  beiden  Enden  gegen  zwei  feste  Stützen,  von  denen  eine  in  der  Regel 
eine  horizontale  Ebene  ist. 

Es  handelt  sich  hierbei  einesteils  um  die  Gröfse  des  Druckes,  den 
die  Strebe  auf  ihre  Stützpunkte  ausübt,  andernteils  um  die  Gröfse  des 
Druckes,  den  sie  nach  der  Eichtung  ihrer  Axe  fortpflanzt  und  dem  sie 
nach  dieser  Eichtung  Widerstand  zu  leisten  hat,  endlich  um  den  Druck, 
welcher  normal  gegen  die  Axe  der  Strebe  vorhanden  ist,  und  dem  sie  mit 
ihrer  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten  hat. 

Um  die  Gröfse  des  Druckes 
^'  zu  bestimmen,  den  eine  solche 
Strebe  in  ihren  Unterstützungs- 
punkten ausübt  und  nach  der 
Eichtung  ihrer  Axe  fortpflanzt, 
sei  AB,  Figur  35,  eine  Strebe, 
welche  gegen  die  Ebenen  MN 
und  XO  sich  stützt,  und  zwar 
sei  die  Ebene  MN  horizontal, 
die  Ebene  NO  dagegen  habe 
eine  solche  Lage,  dafs  sie  mit 
dem  Horizonte  den  Winkel  ß 
macht. 

Ist  a  der  Winkel,  den  die  Strebe  mit  der  Horizontalebene  MN  macht, 
so  ist  ß  —  a  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Ebene  X  0  macht.  Das  Ge- 
wicht der  Strebe  sei  G,  welches  im  Schwerpunkt  S  derselben  vertikal 
abwärts  wirkt.  Dieses  Gewicht  verteilt  sich  auf  die  Stützpunkte  A  und  B 
und  erzeugt  in  einem  jeden  derselben  einen  Vertikaldruck.  Es  sei  G,  der 
Yertikaldruck  in  A  und  G.  der  Vertikaldruck  in  B.  Bezeichnet  man  die 
Länge  der  Strebe  AB  mit  1  und  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von 
A,  also  A  S,  mit  s,  so  dafs  B  S  =  1  —  s  ist,  so  ist 


Fig.  35. 


G.  = 


G  und  G^  =  y  G 


Es  stelle  AC  den  Vertikaldruck  G,  und  BD  den  Vertikaldruck  G.,  dar. 
Zerlegen  wir  BD  in  die  beiden  Component^n  BE  und  BF,  so  dafs  BE 
auf  der  Ebene  NO  senkrecht  steht,  BF  aber  in  die  Eichtung  der  Strebe 
hineinfällt,  so  stellt  BE  den  Normaldruck  dar,  den  die  Strebe  gegen  die 
Ebene  NO  ausübt,  während  BF  den  Druck  darstellt,  den  die  Strebe  in 
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der  EicMung  ihrer  Axe,  also  in  der  Eichtung  BA,  fortpflanzt  und  im 
Punkte  A  auf  die  Horitalebene  ausübt. 

Zur  Bestimmung  der  Componenten  BE  und  BF  haben  wir  nun 
Folgendes.    Es  ist 

FD  _  sinFBD 
BD        sin  B  FD 
Nun  ist  FBD  =  90  —  a,  weil  BD  auf  MIST  senkrecht  steht,  und 
BFD      90  —  FBN  =  90  —  (/3  —  a),  weil  FD  auf  NO  senkrecht  steht, 
daher  ist,  wenn  wir  B  E  für  F  D  setzen  und  die  für  die  Winkel  gefunde- 
nen Werte  einführen, 

B  E    sin  (90  —  «)    cos  a 

BD         sin [90  —  {ß  —  «)]         cos  (ß  —  «) 
Es  ist  aber 

BD=G,  =  yG 
bezeichnen  wir  nun  BE  mit  N,  so  ist 

N  cos  a 


s  ^         cos  (ß  —  «) 
also  ]Sr  =  A   G  a 

1   '      'cos  (ß  —  a) 

und  hierdurch  ist  der  Normaldruck  bestimmt,  den  die  Strebe  im  Punkte  B 
gegen  die  Ebene  NO  ausübt. 
Es  ist  ferner 

BF  _  sin B D F 
BD        sin  BFD 

Nun  ist  BDF=90  — DBN  und  DBN  =  90— ^3,  weil  BD  auf 
MN  senkrecht  steht,  also 

BDF  =  90  —  (90  — /3)  =  /3 


und 

daher  ist 


BFD  =  90  — (/?  —  «) 
BF  sin  ^  sin  ß 


B  D         sin  [90  —  {ß  —  «)]   ■      cos  {ß  —  a) 
Bezeichnen  wir  BF  mit  S  und  führen  für  BD  seinen  schon  oben 
angegebenen  Wert  ein,  so  ist 

S    sin  ß 

s  ^  ^      cos  (/?  —  «) 

daher  s  sln^ 

o  =  -r  .  G  . 


1  '     *  cos     —  «) 

und  hierdurch  ist  derjenige  Druck  bestimmt,  den  die  Strebe  in  der  Eich- 
tung  ihrer  Axe,  also  in  der  Eichtung  BA,  fortpflanzt  und  im  Punkte  A 
auf  die  Horizontalebene  MN  ausübt. 

6* 
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Machen  wir  in  der  Verlängemng  von  BA,  AK  =  BF  =  S  und 
zerlegen  AK  in  die  Componenten  AL  und  AT,  so  dafs  AT  in  die  Ho- 
rizontalebene MiS"  hineinfällt,  AL  aber  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht, 
also  vertikal  ist,  so  ist 

A  L  =  A  K  sin  ß 
AT  =  AK  cos« 

Bezeichnen  wir  A L  mit  P ,  AT  mit  H  und  führen  für  A K  =  S 

seinen  oben  gefundenen  Wert  ein,  so  wird  der  aus  dem  Strebenschub  S 

hervorgehende  Vertikaldruck 

p        s    ^     sin  a  sin 

1    '      '   cos  iß  —  a) 

so  wie  der  aus  dem  Strebenschub  S  hervorgehende  Horizontalschub 

-rj  S     ^       cos  a  sill  ß 

Ja.  =  -jf-  .  (t  .  —  — - 

1  cos  iß  —  a) 

Dieser  Horizontalschub  ist  diejenige  Kraft,  mit  welcher  die  Strebe 
auf  der  Horizontalebene  fortzugleiten  strebt. 

Der  gesamte  Vertikaldmck  in  A  ist  mm  V;  machen  wir 

daher  L  C,  =  G, ,  so  stellt  A  C,  diesen  gesamten  Vertikaldruck  dar. 

Construieren  wir  aus  AC,  und  AT  das  Eechteck  A CjRT  und  ziehen 
die  Diagonale  AR,  so  ist  diese  die  Resultante  aus  allen  im  Punkte  A 
wirksamen  Kräften.    Bezeichnen  wir  die  Resultante  mit  R,  so  ist 

oder 

R  =  y(G, +P)2  +  H^ 
Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Resultante  mit  der  Horizontal- 
ebene macht,  mit  cf  ^  so  haben  wir  zur  Bestimmung  ihrer  Richtung 

AC, 

oder 

4.^  G,+P 
ta-n  g:  =  — '-^  

Um  den  Druck  zu  bestimmen,  welcher  normal  gegen  die  Axe  der 
Strebe  vorhanden  ist,  hat  man  ihr  Gewicht  in  zwei  Componenten  zu  zer- 
legen, von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  Strebe  hineinfällt,  die 
andere  auf  der  Richtung  der  Strebe  senkrecht  steht.  Diese  letztere  Com- 
ponente  ist  der  Normaldruck.    Diese  Componente  ist  aber 

G  cos  a 

und  es  ist  mithin  der  Normaldruck  um  so  gröfser,  je  kleiner  der  Winkel 
ist,  den  die  Strebe  mit  der  Horizontalebene  bildet. 

Liegt  der  Schwerpunkt  der  Strebe  in  der  Mitte  derselben,  ist  also 


85 


so  wird 
und  es  ist 

N  =  ^a. 

S==iG. 


Gl  =  Go  =  I  a 


cos  {ß 
sin 


«) 


H 


G 


cos  iß  —  «) 
sin  a  sin  /? 

cos  iß  —  a) 
COS  a  sin  ß 


cos  (|5  —  a) 

Ist  die  Ebene  MN  hori- 
zontal, die  Ebene  NO  aber  ver- 
tikal, Figur  36,  so  wird  ß  =  dO^ 
und  wir  erhalten  daher  für  diesen  Fall  Folgendes. 


M  T 


Fig.  36. 


Es  ist 


N  =  .  G 


cos  a 


s  = 


cos  (90  —  a) 

G  cot  a 

sin  90 


-f.G 


cos  a 

sin  a 


cos  (90  —  «) 
G  cosec  a 

sin  a  sin  90 


S 

T 

S  ri   

1  cos  (90  —  a) 


G 


H=  4-.G. 


cos  «  sin  90 


cos  (90  —  a) 


sm  a 
sin  a 


cos  rt 

sin  a 


y  G  cot  (X 


Es  ist  mithin  für  diese  Lage  der  Strebe  H  =  N  und  P  =  G.^.  Der 
aus  dem  Strebenschub  hervorgehende  Horizontalschub  im  Stützpunkte  A 
ist  gleich  dem  Normaldrucke  gegen  die  Vertikalebene  im  Stützpunkte  B 
und  der  aus  dem  Strebenschub  hervorgehende  Vertikaldruck  in  A  ist  gleich 
dem  Vertikaldrucke  im  Stützpunkte  B;  daher  ist  der  gesamte  Vertikal- 
druck im  Stützpunkte  A       Gj     Go  =  G 

also  gleich  dem  Gewichte  der  Strebe,  und  der  Horizontalschub  in  A,  so 
wie  der  Normaldruck  in  B  ist  um  so  gröfser,  je  kleiner  also  je  kleiner 
der  Neigungswinkel  der  Strebe  gegen  den  Horizont  ist. 

Ferner  ist  die  Eesultante  aus  allen  im  Punkte  A  wirksamen  Kräften 
r  =  ]/GM^"H^ 


=  ]/g^  +  G^cot^^« 
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Endlich  ist 

.  G 
tan  = 


G  cot« 


=  —  tan  « 
s 

Liegt  aufserdem  noch  der  Schwer- 
punkt der  Strebe  in  der  Mitte,  so  dafs 
s  =  H  ist,  so  ist 
G 


E 


^1/4  -f-  cot-'« 


und 


tan  <p  =  2  tan  cc 
Fig.  37.  Ist  die  Ebene  MN  horizontal,  hat 

aber  die  Ebene  NO  mit  der  Strebe 
gleiche  Kichtuug,  Figur  37,  so  dafs  die  Strebe  an  dieser  Ebene  anliegt, 
so  wird  ß  =  a  und  es  ergiebt  sich  daher  für  diesen  Fall  Folgendes: 
Es  ist 

cos  a 


N  =  y  .G 


cos  (a  —  rt) 


==^.G. 


y  .  G  .  cos  « 


s  = 


p  =  ^ 


sin  « 


G  . 


=  .G 


Ist  «  =  45",  so  ist 

sin  2  «  ^ 
und  daher  für  diesen  Fall 

H 


sin  9U0  =  1 


cos  « 
cos  0 


sin  a 
cos  0 


cos  0 


sin  l  a 


.G.i 


Da  aber  1  der  gröfste  Wert  ist,  den  überhaupt  ein  Sinus  annehmen 
kann,  so  geht  gleichzeitig  hieraus  hervor,  dafs  der  im  vorliegenden  Falle 
von  der  Strebe  im  Stützpunkte  A  ausgeübte  Horizontalschub  ein  Maximum 
ist,  wenn  die  Strebe  mit  dem  Horizonte  einen  Winkel  von  45"  macht. 

Ist  nicht  nur  die  Ebene  MN,  sondern  auch  die  Ebene  NO  horizontal, 
Figur  38,  liegt  also  die  Strebe  mit  dem  Ende  B,  welches  natürlich  dem 
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entsprechend  geformt  sein  mufs,  ebenfalls  auf  einer  Horizontalebene 
wird  ß  =  0  und  es  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  Folgendes : 


so 


Es  ist 
s 

T 


.0. 


cos  « 


A.G. 


6 


cos  (0  —  «) 


sin  0 

cos  (0  —  a) 


cos  a  Sin  0 
CüS  (0  —  a) 

cos  «  sin  0 
COS  (0  —  «) 


=  0 


COS  a 


0 


Fig.  3S. 


In  diesem  Falle  ist  also  der  Nor- 
maldruck gegen  die  Ebene  NO  gleich  dem  Yertikaldrucke  im  Punkte  B, 
wie  es  sein  mufs,  da  die  Ebene  horizontal  ist;  in  der  Sichtung  der  Strebe 
pflanzt  sich  kein  Druck  nach  dem  Stützpunkte  A  fort,  und  folglich  giebt 
es  auch  in  diesem  Stützpunkte  keinen  Horizontalschub,  die  einzige  im 
Stützpunkte  A  vorhandene  Kraft  ist  nur  der  Vertikaldruck  G,  und  es  ist 
in  Beziehung  auf  die  Stützpunkte  ebenso,  als  ob  die  Strebe  in  horizontaler 
Lage  sich  befände.    Der  Normaldruck  gegen  die  Strebe  ist  aber  G  cos  a. 


3.  Unterstützung  der  Balken  durch  Säulen. 

Wenn  die  Länge  eines  Balkens  eine  gewisse  Grenze  überschreitet, 
so  genügt  es  nicht,  wenn  er  nur  in  den  Endpunkten  unterstützt  wird, 
sondern  er  mufs  auch  noch  in  einem  oder  in  mehreren  Zwischenpunkten 
unterstützt  werden.  Wenn  diese  Unterstützung  durch  Säulen,  gleichviel 
ob  durch  stehende  oder  hängende,  bewirkt  wird,  so  ergeben  sich  folgende 
Beziehungen. 

Ist  ein  Balken  von  rechteckigem  Querschnitte,  dessen  Breite  mit  b, 
dessen  Höhe  mit  h  und  dessen  Länge  mit  1  bezeichnet  werden  mag,  an 
beiden  Enden  so  unterstützt  und  festgehalten,  dafs  er  sich  nicht  aufwärts 
biegen  kann,  und  ist  er  über  seine  ganze  Länge  gleichmäl'sig  belastet,  so 
ist  seine  Tragkraft 

=   2k. ^ 

und  der  Druck,  den  er  auf  einen  jeden  seiner  Stützpunkte  ausübt,  ist  i  P. 
Ist  dagegen  die  Belastung  P  und  der  Abstand  der  Unterstütz ungs- 
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punkte,  also  die  Länge  des  Balkens,  gegeben,  so  hat  man  für  seinen 
Querschnitt 

bh*^ 

und  ist 
so  folgt 


Pl_ 
2k 


b 
f  h^ 


fh 

11 
2k 


so  wie 


PI 


2  .k 

woraus  sich  dann  auch  b  ergiebt. 

Wird  ein  solcher  Balken  in  der  Mitte  durch  eine  Säule  gestützt, 
Figur  39,  so  zerfällt  er  in  zwei  gleiche  Teile  von  der  Länge  U  und  der 

Belastung  ^P.  Der  Druck, 
den  er  auf  jeden  seiner  Stütz- 
punkte an  den  Enden  aus- 
übt, ist  T  P  und  der  Druck, 
den  er  auf  die  Säule  ausübt, 
ist  iP.  Für  die  Tragkraft 
des  Balkens  aber  haben  wir 
die  Gleichung 

bh-^ 
4,1 


Fig.  39. 


iP  =  2.k. 


daher 


P  =  4.2.k. 


bh- 
1 


Der  mit  seinen  beiden  Enden  festgehaltene  und  in  der  Mitte  durch 
eine  Säule  gestützte  Balken  trägt  daher  viermal  so  viel,  als  wenn  er  durch 
die  Säule  nicht  gestützt  würde.  Oder  durch  die  Säule  wird  die  Tragkraft 
des  Balkens  um  das  vierfache  vergröfsert.  Für  seinen  Querschnitt  hat  man 

PI 


bh=^ 


4.2.k 


und  wenn  b  =  1  h  ist. 


7.P.1 


5.4.2.k 

Vergleichen  wir  die  Höhen  des  nicht  gestützten  und  des  gestützten 
Balkens  mit  einander,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Höhe  des  nicht  gestützten 
zur  Höhe  des  durch  eine  Säule  gestützten  Balkens  sich  verhält  wie  1  zu 

3   

]/|  ,  das  ist  wie  1  zu  0,63  . . . 

Dasselbe  Verhältnis  haben  auch  die  Breiten. 
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Wird  der  Balken  durch  zwei  Säulen  so  gestützt,  dafs  er  in  drei 
gleiche  Teile  zerfällt,  Figur  40,  so  ist  die  Länge  eines  jeden  Teiles  il 


Fig.740. 

und  die  Belastung  eines  jeden  Teiles  iP.  Der  Druck,  den  er  auf  jeden 
seiner  Stützpunkte  am  Ende  ausübt,  ist  k'P  und  der  Druck,  den  er  auf 
jede  Säule  ausübt,  ist  i  P.  Für  die  Tragkraft  des  Balkens  haben  wir  die 
Gleichung 

iP=  2.k. 

daher 

P  =  9  .  2 


bh2 


,  bh2 
k.-p 


Der  mit  beiden  Enden  festgehaltene  und  durch  zwei  Säulen  gestützte 
Balken  trägt  also  neunmal  so  viel,  als  wenn  er  nicht  durch  diese  Säulen 
gestützt  wäre.    Für  seinen  Querschnitt  hat  man 

PI 


bh^ 


9  .  2.k 


und  wenn  b  = 


ist 


Es  verhält  sich  demnach  die  Höhe  des  nicht  gestützten  zur  Höhe 

3  

des  durch  zwei  Säulen  gestützten  Balkens  wie  1  zu  das  ist  wie 
1  zu  0,48  ..  .  Ebenso  verhalten  sich  die  Breiten  der  Balken. 

Wird  der  Balken  durch  drei  Säulen  so  gestützt,  dafs  er  in  vier  gleiche 
Teile  zerfällt,  Figur  41,  so  ist  die  Länge  eines  jeden  Teiles  H  und  die 
Belastung  eines  jeden  Teiles  iP.  Der  Druck,  den  er  auf  jeden  seiner 
Stützpunkte  am  Ende  ausübt,  ist  iP  und  der  Druck,  den  er  auf  jede  Säule 
ausübt,  ist  tP. 

Für  die  Tragkraft  des  Balkens  haben  wir  die  Gleichung 


daher 


16. 2. k. 


bh2 


i 
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Fig.  41. 

Der  mit  beiden  Enden  festgehaltene  und  durch  drei  Säulen  gestützte 
Balken  trägt  also  sechzehnmal  so  viel,  als  wenn  er  nicht  durch  diese  Säulen 
gestützt  wäre.    Für  seinen  Querschnitt  hat  man 

PI 


hh-'  = 


16  .2  .k 


und  ist  b  =  f  h, 


Es  verhält  sich  demnach  die  Höhe  des  nicht  gestützten  zur  Höhe 

3   

des  durch  drei  Säulen  gestützten  Balkens  wie  1  zu  ,  das  ist  wie 
1  zu  0,4  ..  .  Ebenso  verhalten  sich  die  Breiten. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergiebt  sich  leicht,  dafs  für  die 
Unterstützung  eines  mit  seinen  beiden  Enden  festgehaltenen  Balkens  durch 
Säulen,  welche  in  gleichen  Abständen  sich  befinden,  ein  allgemeines  Ge- 
setz besteht.  Wir  sehen  nämlich,  dafs  die  Tragkraft  dem  Quadrate  der 
Anzahl  der  Teile,  in  welche  der  Balken  geteilt  wird,  proportional  ist. 
Da  nun  die  Anzahl  der  Teile  stets  um  eins  gröfser  ist  als  die  Anzahl 
der  Säulen,  so  dafs  bei  n  Säulen  der  Balken  in  n  -]-  1  Teile  geteilt  wird, 
so  ist  die  Tragkraft  eines  durch  n  Säulen  in  gleichen  Abständen  unter- 
stützten und  mit  beiden  Enden  festgehaltenen  Balkens 

bh^ 

und  das  Verhältnis  der  Dimensionen  des  Querschnittes  des  nicht  gestützten 
zum  Querschnitte  des  durch  n  Säulen  gestützten  Balkens  ist 


Der  Druck,  den  der  Balken  auf  jeden  seiner  Stützpunkte  am  Ende 
p 

ausübt,  ist  i. — —  und  der  Druck,  den  er  auf  jede  Säule  ausübt,  ist 


n  +  1 
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Liegt  ein  Balken  von  rechteckigem  Quersclinitte,  dessen  Breite  mit  b, 
dessen  Höhe  mit  h  und  dessen  Länge  mit  1  bezeichnet  werden  mag,  mit 
beiden  Enden  frei  auf,  so  dafs  sich  die  Enden  aufwärts  biegen  können, 
und  ist  er  über  seine  ganze  Länge  gleichmäfsig  belastet,  so  ist  seine 
Tragkraft 

und  der  Druck,  den  er  auf  einen  jeden  seiner  Stützpunkte  ausübt,  ist  iP. 

Ist  dagegen  die  Belastung  P  und  der  Abstand  der  Unterstützungs- 
punkte, also  die  Länge  des  Balkens  gegeben,  so  hat  man  für  seinen 
Querschnitt 

3P1 


bh-  = 


und  wenn  b  =  f  h  ist, 


4k 


woraus  sich  dann  auch  b  ergiebt. 


V  5.4.k 


Fig.  42. 

Wird  ein  solcher  Balken  in  der  Mitte  durch  eine  Säule  gestützt, 
Figur  42,  so  zerfällt  er  in  zwei  gleiche  Teile  in  der  Länge  H  und  der 
Belastung  iP.  Der  Druck,  den  er  auf  jeden  seiner  Stützpunkte  an  den 
Enden  ausübt,  ist  tfP  und  der  Druck,  den  er  auf  die  Säule  ausübt,  ist 
f  P.  Da  nun  jede  Balkenhälfte  so  angesehen  werden  kann,  als  ob  sie  mit 
einem  Ende  befestigt  wäre,  am  anderen  Ende  aber  frei  aufliegt,  so  ist 
die  Tragkraft  einer  solchen  Hälfte 

bh2 


daher  die  Tragkraft  des  ganzen  Balkens 
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Der  in  der  Mitte  durch  eine  Säule  gestützte  und  mit  seinen  beiden 
Enden  frei  aufliegende  Balken  trägt  dalier  viermal  so  viel,  als  wenn  er 
nur  mit  seinen  beiden  Enden  frei  aufliegt. 

Wir  haben  aber  hier  noch  folgende  Betrachtung  anzustellen.  Über 
der  Säule  erleidet  der  Balken  ebenfalls  eine  Biegung,  so  dai's  auch  hier 
ein  Bmch  stattfinden  kann.  Das  auf  Bruch  wirkende  Moment,  welches 
Stützenmoment  genannt  wird,  läfst  §ich  nun  auf  folgende  Weise  ermitteln. 
Die  auf  die  Balkenhälfte  kommende  gleichmäfsig  verteilte  und  vertikal 
abwärts  wirkende  Last  ist  iP,  und  da  ihr  Angriffspunkt  in  der  Mitte  der 
Balkenhälfte  liegt,  so  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 

iP.il  =  iPl 

In  den  Punkten  A  und  B  wirkt  die  Auflagerreaction  tgP  vertikal 
aufwärts  und  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  ist  il,  daher 
ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 

AP.il  =  J.P1 

Das  Stützenmoment  ist  mithin  die  Differenz  dieser  beiden  Momente,  also 

iPl-ÄPl  =  ^VPl 
und  wir  haben  für  dieses  Moment  folgende  Gleichung  für  die  Tragkraft 

für  die  Tragkraft  selbst  aber 

welches  mit  dem  vorher  erhaltenen  Resultate  übereinstimmt.  Es  geht 
aber  hieraus  hervor,  dafs  das  Stützenmoment  das  Maximalmoment  ist  und 
dafs  bei  derartig  unterstützten  Balken  die  Tragkraft  für  das  Stützenmoment 
zu  berechnen  ist. 


A 

C 

D 

B 

■ 

m 

i 

1 

Fig.  43. 

Wird  der  Balken  durch  zwei  Säulen  so  gestützt,  dafs  er  in  drei  gleiche 
Teile  zerfällt,  Figur  43,  so  ist  die  Länge  eines  jeden  Teiles  3I  und  die 
Belastung  eines  jeden  Teiles  iP.  Der  Druck,  den  er  auf  jeden  seiner 
Stützpunkte  am  Ende  ausübt,  ist  iP  und  der  Druck,  den  er  auf  jede  Säule 
ausübt,  ist  tP. 
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Hier  findet  nun  ebenfalls  eine  Biegung  des  Balkens  über  den  Säulen 
statt,  und  zur  Berechnung  des  Stützenmomentes  hat  man  Folgendes.  Im 
Mittelpunkte  eines  jeden  Endstücks  AC  und  BD  des  Balkens  wirkt  die 
Last  :i  P  vertikal  abwärts  und  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die  Punkte 
C  und  D  ist  hl,  daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Punkte 

IP  J-l  =  -rVPl 

In  den  Punkten  A  und  B  wirkt  die  Auflagerreaction  -IP  vertikal 
aufwärts  und  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die  Punkte  C  und  D  ist  H, 
daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Punkte 

iP  J1  =  ^VP1 

Das  Stützenmoment  ist  nun  die  Differenz  dieser  beiden  Momente,  also 

iVPl  — ^VP1  =  tVPI 

und  wir  haben  für  die  Tragkraft  die  Gleichung 

1  -Dl      1  bh2 
T2PI  =  k  .  -g— 

so  wie  die  Tragkraft  selber 

P=12kJ^ 

Die  Tragkräfte  des  nicht  gestützten  und  des  durch  zwei  Säulen  ge- 
stützten Balkens  verhalten  sich  daher  wie  I  zu  12,  das  ist  wie  l  zu  9, 
mithin  trägt  der  durch  zwei  Säulen  gestützte  Balken  neunmal  so  viel,  als 
wenn  er  nur  mit  seinen  beiden  Enden  frei  aufliegt. 


Fig,  44. 

Wird  der  Balken  durch  drei  Säulen  so  gestützt,  dafs  er  in  vier  gleiche 
Teile  zerfällt,  Figur  44,  so  ist  die  Länge  eines  jeden  Teiles  il  und  die 
Belastung  eines  jeden  Teiles  7P.  Der  Druck,  den  er  auf  jeden  seiner 
Stützpunkte  am  Ende  ausübt,  ist  a^P;  der  Druck,  den  er  auf  jede  der 
beiden  nach  den  Enden  zu  gelegenen  Säulen  ausübt,  ist  a^P  und  der 
Druck,  den  er  auf  die  mittelste  Säule  ausübt,  ist  iP. 

Um  das  Stützenmoment  für  die  Punkte  C  und  E  zu  bestimmen,  haben 
wir  Folgendes  zu  berücksichtigen.  Auf  die  Balkenteile  AC  und  BE  kommt 
die  vertikal  abwärts  wirkende  Last  i  P,  und  da  ihr  Angriffspunkt  im  Mittel- 
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punkte  dieser  Balkenteile  liegt,  so  ist  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  C  und  EH,  daher  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Punkte 

iP.H  =  i5VPl 

Die  in  den  Punkten  A  und  B  vertikal  aufwärts  wirkende  Auflager- 
reaction  ist  u\P  und  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die  Punkte  C  und 
E  ist  il,  daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Punkte 

^P.H  =  tI7P1 
Das  Stützenmoment  ist  die  Differenz  dieser  beiden  Momente,  daher 

^VPl  —  TlTPl  =  TkPl 

und  für  die  Tragkraft  haben  wir  die  Gleichung 


so  wie  die  Tragkraft  selber  , 

Die  Tragkräfte  des  nicht  gestützten  und  des  durch  drei  Säulen  ge- 
stützten Balkens  verhalten  sich  daher  wie  i  zu  das  ist  wie  1  zu  16; 
mithin  trägt  der  durch  drei  Säulen  gestützte  Balken  sechzehnmal  so  viel, 
als  wenn  er  nur  mit  beiden  Enden  frei  aufliegt. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergiebt  sich  aber,  dafs  für  einen 
mit  seinen  Enden  frei  aufliegenden  und  durch  Säulen  in  gleichen  Ab- 
ständen gestützten  Balken  ebenfalls  das  allgemeine  Gesetz  besteht,  dals 
die  Tragkraft  dem  Quadrate  der  Anzahl  der  Teile,  in  welche  der  Balken 
durch  die  Säulen  geteilt  wird,  proportional  ist. 


Fig.  45. 


Ist  ein  Balken  von  rechteckigem  Querschnitte,  dessen  Breite  b,  dessen 
Höhe  h  und  dessen  Länge  1  ist,  mit  beiden  Enden  befestigt  und  durch 
eine  Säule,  aber  nicht  in  der  Mitte,  gestützt,  Figur  45,  so  ist  jeder  Teil 
wie  ein  mit  beiden  Enden  befestigter  Balken  anzusehen.  Bezeichnen  wir 
die  Länge  des  Stückes  AC  mit  Ij  und  die  Länge  des  Stückes  BC  mit 
lo,  so  ist  unter  Voraussetzung  einer  gleichmäfsigen  Belastung  die  Trag- 
kraft von  AC  2k  — 
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und  die  Tragkraft  von  BC 

2k. ^ 

daher  die  Tragkraft  des  ganzen  Balkens 


=  2k.by(l+^'- 
=  2k.  bh'^  '  + 


weil  aber  Ij  -f- 1-2  =  1  ist,  so  ist  auch  die  Tragkraft 

1 


2k.bh^ 


1,1, 


die  Tragkraft  des  nicht  gestützten  Balkens  ist 

daher  verhält  sich  die  Tragkraft  des  nicht  gestützten  Balkens  zur  Trag- 
kraft des  gestützten  Balkens  wie 

1  ,  1 
1  '  l,l2 

oder  wie  1  1.  •  P 

Wird  1,  =  l,      U,  so  wird  das  Verhältnis  der  Tragkräfte 

12 

das  ist  aber 

1  :  4 

wie  wir  es  früher  schon  kennen  gelernt  haben. 

Ist  die  über  den  Balken  gleichmäfsig  verteilte  Last  P,  so  kommt 

auf  den  Teil  AC  die  Last         und  auf  den  Teil  BC  die  Last  P. 


Der  Druck  im  Punkte  A  ist 

1 


der  Druck  im  Punkte  B  ist 


1     ^2  T> 


und  der  Druck  auf  die  Säule  ist 

Die  Säule  trägt  daher,  wo  sie  auch  den  Balken  unterstützen  mag, 
stets  die  Hälfte  der  Belastung,  wenn  diese  über  den  Balken  gleichmäfsig 
verteilt  und  der  Balken  fest  eingespannt  ist. 
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Liegt  der  Balken  mit  beiden  Enden  frei  auf.  Figur  46,  so  ist  jeder 
Teil  wie  ein  mit  dem  einen  Ende  befestigter,  mit  dem  andern  Ende  frei 


rroE 


Fig.  46. 

aufliegender  Balken  anzusehen.   Es  ist  dann  bei  gleichmäfsiger  Belastung 

3  K  . 


die  Tragkraft  von  AC 
und  die  Tragkraft  von  BC 


fk. 


1, 

bh^ 

lo 


daher  die  Tragkraft  des  ganzen  Balkens 


1, 


ü  +  ü 


Die  Tragkraft  des  nicht  gestützten  Balkens  ist 


4  1  hh2 
äk.-^ 

Daher  verhält  sich  die  Tragkraft  des  nicht  gestützten  Balkens  zur 
Tragkraft  des  gestützten  Balkens  wie 


oder  wie 


1  1 
Li 


Ii  1-2  ZU  1- 


Ist  1,  =  1.,  =  ^  1,  so  wird  das  Verhältnis 

1  1  ,2 
y  .  y  zu  P 

oder  ^  .  4 

wie  wir  es  früher  schon  kennen  gelernt  haben. 
Der  Druck  im  Punkte  A  ist 

.    1,  ^ 
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der  Druck  im  Punkte  B  ist 

5  ^2  p 
16«    1  ^ 

daher  ist  der  Druck  auf  die  Säule 

Ist  ein  Balken  AB,  Figur  47,  von  rechteckigem  Querschnitte,  dessen 
Breite  b,  dessen  Höhe  h  und  dessen  Länge  1  ist,  mit  dem  einen  Ende  A 
befestigt,  mit  dem  andern  Ende  B 
aber  frei  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  C  durch  eine  Säule  ge- 
stützt; bezeichnet  P  die  gleich- 
förmig verteilte  Belastung,  ist  fer- 
ner die  Strecke  AC  =  Ij  und  die 
Strecke  BC  =  1^,  so  trägt  AC 

die  Last  y  P  und  B  C  die  Last 
Y  P.    Bezeichnen  wir  den  Druck 

im  Auflager  A  mit  Pa,  den  Druck  im  Auflager  C  mit  Pc  und  nehmen 
den  Punkt  A  als  Drehpunkt  an,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Auf- 
lagerdrucke Folgendes: 

Der  Hebelarm  der  Belastung  P  ist  in  Beziehung  auf  den  Punkt  A 
gleich  h  1  und  mithin  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt 

P.U 

Der  Belastung  entgegen  wirkt  der  Druck  Pc  im  Punkte  C,  dessen 
Hebelarm  in  Beziehung  auf  A  gleich  \  ist;  es  ist  daher  das  Moment 
dieses  Druckes  in  Beziehung  auf  den  Punkt  A  gleich 

Pc .  1, 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichts  haben  wir  daher  die  Gleichung 
Pc.l,  =  iPl 

woraus  folgt 

hiernach  ist  nun  weiter 

Ist  nun  2  1,  >  1,  also  Ij  >>  H,  so  ist  Pa  positiv,  d.  h.  der  Druck 
im  Punkte  A  ist  vertikal  abwärts  gerichtet. 

Ist  2  Ij  =  1 ,  also  Ij  =  H ,  so  ist  Pa  =  0 ,  d.  h.  wenn  die  Säule 
den  Balken  in  der  Mitte  unterstützt,  so  ist  im  Punkte  A  kein  Vertikal- 
druck vorhanden.  Es  ist  aber  in  diesem  Falle  Pc  =  P;  die  Säule  trägt 
daher  die  Belastung  allein. 

Wenck,  Baumechanik.  7 
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Ist  21,  <<  1,  also  Ii  <  n,  so  ist  Pa  negativ,  d.  h.  der  Druck  im 
Punkte  A  ist  vertikal  aufwärts  gerichtet. 

Zur  Bestimmung  des  Stützenmomentes  hat  man  Folgendes.   Die  auf 

die  Strecke  B  C  kommende  Belastung  ~  P  hat  ihren  Angriffspunkt  im 

Mittelpunkte  dieser  Strecke,  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 
ist  daher  und  folglich  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 
gleich 

1  2  ~  21  ^ 

Hiernach  ist  die  G-leichung  für  die  Tragkraft 
1-2  bh2 


und  die  Tragkraft  selbst 
Wird  lo  =  U,  so  wird 


P  =  ik.ibh2 

^2 


P  =  H 


bh^ 
1 

Das  ist  dieselbe  Tragkraft,  welche  der  Balken  besitzt,  wenn  er  mit  beiden 
Enden  frei  aufliegt. 

Wirkt  die  Last  am  freien  Ende  B,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Auflagerdrucke  in  A  und  C  die  Grleichung 

Pcl,  =  PI 

woraus 

Pc^P];- 

folgt,  und  dann  weiter 

Da  nun  Ij  stets  kleiner  als  1  ist,  so  ist  auch  Pa  stets  negativ,  d.  h. 
wirkt  die  Last  am  freien  Ende  B,  so  ist  der  Druck  in  A  stets  aufwärts 
gerichtet. 

Für  Ij  =  U  wird  Pa  =  —  P  und  Pc  =  2  P.  Ist  daher  der  Balken 
in  der  Mitte  unterstützt,  so  ist  der  Druck  im  Auflager  C  doppelt  so  gTofs, 
als  die  am  freien  Ende  wirkende  Belastung. 

Das  Stützenmoment  ist  Pl^,  daher  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

P,  =  ..^ 

und  die  Tragkraft  selbst 

P  =  U.if 

wird  \  =  h\,  so  wird 
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Fig.  48. 


Ist  ein  Balken  von  der  Länge  1,  der  Breite  b  und  der  Höhe  h, 
welcher  die  gleichmäfsig  verteilte  Last  P  trägt.,  in  zwei  Punkten  A  und 
B,  aber  nicht  den  Endpunkten  unterstützt,  sondern  stehen  die  Stützpunkte 
um  die  Strecke  1,  von  den  Endpunkten  a  r  ^ 

ab, Figur  48,  so  ergiebt  sich  das  Bruch- 
moment für  seinen  Querschnitt  in  der 
Mitte  bei  C  auf  folgende  Weise.  Die 
Auf  lagerreactionen  in  A  und  B  sind 
5P  und  der  Hebelarm  derselben  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  C  ist  H  —  Ij, 
daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  C  gleich 

iP(H-l,)=iP(l—  21J 

Der  Auflagerreaction  entgegen  wirkt  die  Belastung  des  halben  Bal- 
kens, das  ist  iP,  und  da  ihr  Angriffspunkt  in  der  Mitte  des  halben 
Balkens  liegt,  so  ist  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  gleich 
\  1,  daher  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  gleich 

iP.il  =  iPl 

Das  Bruchmoment  für  den  Punkt  C  ist  nun  gleich  der  Differenz 
dieser  beiden  Momente,  daher 

1P(1— 2  1,)— iPl  =  iP(2  1  — 41i— 1)  =  iP(l  — 4  g 
Für  die  Stützenmomente  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  Belastung  der 

Strecke  Ii  ist  ~  P  und  da  ihr  Angriffspunkt  in  der  Mitte  der  Strecke 

liegt,  so  ist  ihr  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die  Stützpunkte  A  und  B 
gleich  k  Ij  und  mithin  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  Punkte  gleich 
1  1  2 

^p.ii,  =  ip.i|- 

Um  nun  die  Bedingung  zu  ermitteln,  unter  welcher  die  drei  Quer- 
schnitte bei  A,  B  und  C  gleich  gefährlich  werden,  haben  wir  die  Momente 
für  den  Mittelpunkt  C  und  die  beiden  Stützpunkte  A  und  B  einander 
gleich  zu  setzen  und  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von  1,  zu  bestimmen. 
Dieses  giebt  die  Gleichung 

iP.-^  =  iPl  — iPl, 

Um  diese  Gleichung  für  Ij  aufzulösen,  geben  wir  ihr  die  Form 
VH-  llj  = 


aus  welcher  dann  folgt 


oder 


1.  = 


1  +]/2) 


100 


Da  nun  1,  nicht  negativ  werden  kann,  so  gilt  nur  das  obere  Zeichen, 
und  weil  "[/2  =  1,414         so  ist 

Ii  =  -^.0,414  =  0,207  1 

Für  diese  Stellung  der  Stützen  wird  der  Balken  überall  gleichmäfsig 
in  Anspruch  genommen,  weshalb  diese  Stellung  die  vorteilhafteste  ist. 

Führen  wir  diesen  Wert  von  Ij  in  das  Bruchmoment  ein ,  so  er- 
halten wir 

iP  (1  —  4  .  0,207  1)  ==  0,0215  PI 
Daher  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

0,0215  PI  =  k-^ 
o 

und  die  Tragkraft  selber 

p_  L_k  -^-  7  75  k-^ 

^  "~  0,0215.6  ^'    1     ~         .K  j 

Ist  der  Balken  in  den  Endpunkten  unterstützt,  so  ist  seine  Tragkraft 

4 1  bh2 

Die  Tragkräfte  verhalten  sich  daher  wie  7,75  zu  f,  das  ist  wie  5,8 
zu  1.  Der  Balken,  dessen  Stützen  um  die  Strecke  0,207  1  einwärts  ge- 
rückt sind,  trägt  daher  5,8  mal  so  viel,  als  wenn  er  an  den  Endpunkten 
unterstützt  wäre. 

Beispiele. 

1.  Ein  mit  12000  Kilogramm  gleichmäfsig  belasteter,  mit  beiden  Enden 
frei  aufUegender  Balken  ist  7  Meter  lang  und  in  der  Mitte  durch  eine  Säule 
gestützt.  Wie  grofs  müssen  die  Dimensionen  seines  Querschnittes  sein,  wenn 
das  Verhältnis  5  zu  7  bestehen  soll,  und  wie  grofs  mufs  die  Seite  des  quadra- 
tischen Querschnittes  der  Säule  sein,  wenn  sie  von  Tannenholz  ist,  eine  Länge 
von  4  Meter  hat  und  mit  beiden  Enden  aufsteht? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  des  Balkens  ist 

woraus  folgt 

Ib  k 

und  weil  b  =  #  h  ist,  so  hat  man  weiter 

3P1 


4h3 

16  k 


und  hieraus 


Nun  ist  P  =  12000;  1  =  700;  k=100,  daher 

3   


V  5.16 


,      T  /  7.3.120U0.700       ^anAn  . 
^  -V      5  .16.100     =  28.04  Centimeter 


und  weiter  b  =  | .  28,04  =  20,03  Centimeter. 
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Die  Gleichung  lür  die  Tragkraft  der  Säule  ist 

1  2EM 
^-^'n  -   12  r- 

daher 


^     l/  l2.n.P.P 

Nun  ist  P  =  -|.  12000  =  7500;  n=  10;  1  =  400;  E  =  125000,  also 


10.7500.400.400       ,n^on    ^-  * 

=  19,48  Centimeter. 


4.2.  125000 

2.  Ein  mit  15000  Kilogramm  gleichmäfsig  belasteter  und  mit  seinen  Enden 
frei  aufliegender  Balken  von  Tannenholz  ist  8  Meter  lang  und  durch  2  gufs- 
eiserne  Säulen  so  gestützt,  dafs  er  dadurch  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  wird. 
Wie  grofs  müssen  bei  dem  Verhältnisse  von  5  zu  7  die  Dimensionen  seines 
Querschnittes  sein,  und  wie  grofs  mufs  der  Durchmesser  einer  Säule  sein,  wenn 
die  Säulen  5  Meter  lang  und  mit  beiden  Enden  befestigt  sind? 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  des  Balkens  ist 

und  hieraus 

=l2F 

und  weil  b  =  #  h,  so  hat  man  weiter 

12  k 


woraus 


k 

Nun  ist  P  =  15000;  1  =  800;  k  =  100,  daher 


y  5.12. 


7.15000.800  ,  ^  , 

=  24,1  Centimeter 


5 .  12  .  100 

und  mithin  b  =  f.24,l  =  17,2  Centimeter. 

Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  einer  Säule  ist 

^=^^•¥•-41^ 

und  hieraus  folgt 


4  .  n  .  P  .  P 
16.  2.  E.  TT 
Nun  ist  P  =  | .  15000  =  5625;  1  =  500;  n  = 

daher 


V  16.2. 


5625  .  500  .  500 


1000000  .  3,14 
und  mithin  d  =  9,2  Centimeter. 


4,6  Centimeter 


4.  Unterstützung  der  Balken  durch  Streben. 

Die  zuletzt  betrachtete  vorteilhafte  Unterstützung'  eines  Balkens  läfst 
sich  zweckmälsig  durch  Streben  bewirken.  Wenn  ein  Balken  AB,  Figur  49, 
durch  zwei  symmetrisch  angeordnete  Streben  gestützt  wird,  und  es  be- 
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zeichnet  P  die  über  demselben  gleichmäfsig  verteilte  Belastung,  so  kommt 
auf  einen  jeden  der  Stützpunkte  die  Last  5P.  Zerlegen  wir  diesen  ver- 
tikalen Druck  in  die  Componenten  S  und  H,  so  dafs  S  in  die  Richtung 


der  Strebe  und  H  in  die  Richtung  des  Balkens  hineinfällt,  also  horizontal 
ist,  so  ist,  wenn  a  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Strebe  mit  dem  Ho- 
rizonte macht, 

IP  =  S  sin  0:  und  H  =  S  cos  « 

daher 

P  P 

S  =  -T—.        und  H  =  —  cot  « 

2  sm  a  2 

Die  horizontale  Componente  H  wird  an  jedem  Stützpunkte  von  dem 
Balken  aufgenommen  und  beide  Componenten  H  haben  das  Bestreben,  den 
Balken  fortzuschieben  oder  zusammenzudrücken.  Da  aber  beide  Compo- 
nenten gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  halten  sie  sich  in 
horizontaler  Richtung  das  G-leichge wicht.  Die  Componente  S  dagegen 
pflanzt  sich  in  der  Richtung  der  Strebe  nach  dem  Stützpunkte  derselben 
fort  und  zerlegt  sich  hier  wieder  in  die  horizontale  Componente 

H  ==  ^  cot  « 

und  die  vertikale  Componente 

v  =  ^ 

2 

Es  pflanzt  sich  mithin  der  vertikale  Druck  unverändert  nach  dem 
Stützpunkte  der  Sti-ebe  fort,  während  der  an  beiden  Stützpunkten  der 
Strebe  wirksame  Horizontaldruck  um  so  gröfser  wird,  je  kleiner  der  Winkel 
ist,  den  die  Strebe  mit  dem  Horizonte  macht. 

Ist  ein  Balken  AB,  Figur  50,  mit  dem  einen  Ende  A  befestigt,  etwa 
in  einer  Wand,  mit  dem  andern  Ende  B  aber  frei  und  im  Punkte  C  durch 
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eine  Strebe  C  D,  ein  sogenanntes  Kopf  band,  gestützt,  so  läfst  sich  der  im 
Punkte  C  wirksame  Vertikaldruck  auf  folgende  Weise  bestimmen : 

Ist  die  Belastung  P  über  den  Balken 
AB  gleichmäfsig  verteilt,  so  hat  sie  das 
Bestreben,  den  Balken  um  den  Stützpunkt 
A  zu  drehen  und  es  ist 
UP 

das  Moment  derselben.  Bezeichnet  man 
den  in  C  wirksamen  Druck  mit  R  und 
den  Abstand  AC  mit  1,,  so  ist 
1,E 

das  Moment  dieses  Druckes. 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichts 
besteht  daher  die  Gleichung 


A 

■j 

1  R  =  ilP 


Fig.  50. 


woraus 


^1 


hervorgeht. 

Diesen  Vertikaldruck  zerlegen  wir  in  die  Componenten  S  und  H,  so 
dafs  S  in  die  Eichtung  der  Strebe  und  H  in  die  Eichtung  des  Balkens 
hineinfällt,  also  horizontal  ist.  Bezeichnet  a  den  Winkel,  den  die  Strebe 
mit  dem  Horizonte  macht,  so  ist 


R  =  S  sin 


H 


S  cos  a 


daher 


S  = 


R 


;  H  =  E  cot  « 


sm  a 

oder  wenn  man  für  E  seinen  Wert  setzt, 

S  =  "i"  1  :  

^  Ii  sm  « 


H  = 


P  cot  a 


Die  Componente  H  wird  von  dem  Balken  aufgenommen  und  hat  das 
Bestrehen,  den  Balken  in  horizontaler  Eichtung  aus  der  Wand  herauszu- 
ziehen; die  Componente  S  aber  pflanzt  sich  in  der  Eichtung  der  Strebe 
nach  dem  Stützpunkte  D  derselben  fort  und  zerlegt  sich  hier  wieder  in 
die  horizontale  Componente 

H  =  L^Pcot« 
welche  gegen  die  Wand  drückt,  und  in  die  vertikale  Componente 

v=i-ip 

welche  von  der  Wand  auf  ihre  Unterlage  fortgepflanzt  wird. 
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Der  vertikale  Druck  pflanzt  sich  daher  auch  hier  unverändert  fort, 
während  der  Horizontaldruck  an  beiden  Stützpunkten  der  Strebe  um  so 
gröl'ser  wird,  je  kleiner  der  Winkel  ist,  den  die  Strebe  mit  dem  Horizonte 
macht. 

Stützt  sich  das  Kopfband  bei  D  gegen  eine  Säule,  so  hat  die  hori- 
zontale Componente  das  Bestreben,  die  Säule  zu  biegen.  Ci^..I::n  aber  an 
einer  solchen  Säule  zwei  Kopfbänder  einander  gegenüber,  so  hebt  sich 
das  Bestreben  zum  Biegen  gegenseitig  auf  und  die  Säule  wird  nur  von 
den  Horizontalkräften  zusammengedrückt,  während  die  Vertikalkräfte  sich 
nach  dem  Stützpunkte  der  Säule  fortpflanzen. 

Ist  die  Last  nicht  über  den  Balken  AB  gleichmäfsig  verteilt,  wirkt 
sie  vielmehr  an  dem  freien  Ende  B  desselben,  so  ist  PI  das  Moment  der 
Last  in  Beziehung  auf  den  Stützpunkt  A  und  zur  Bestimmung  des  Druckes 
in  C  hat  man  die  Momentengleichung 


woraus 


Rl.  =  PI 


E  =  ^P 


hervorgeht. 

Der  Druck  in  C  ist  also  hier  doppelt  so  grofs  als  im  vorhergegangenen 
Falle;  alle  übrigen  Beziehungen  bleiben  aber  dieselben. 

Das  Kopf  band  hat  dem  in  seiner  Eichtung 
wirksamen  Drucke  S  zu  widerstehen.  Da  nun 
die  Gröfse  dieses  Druckes  von  der  Stellung  des 
Bandes,  also  von  dem  Winkel  abhängt,  den  das 
Band  mit  dem  Horizonte  macht,  so  wollen  wir, 
um  diese  Abhängigkeit  kennen  zu  lernen,  mit  ß 
den  Winkel  bezeichnen,  den  das  Band  mit  der 
Wand  oder  der  Säule  macht  und  welcher  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  die  Wand  vertikal  ist, 
den  Winkel,  den  das  Band  mit  dem  Horizonte 
macht,  zu  einem  Eechten  ergänzt.    Figur  51. 

Die  Zerlegung  des  Vertikaldruckes  E  in  die 
Componenten  S  und  H  giebt  dann 

E  =  S  cos     und  H  =  S  sin  /3 

also 

R 


Fig.  51. 


S  =  — ^  und  H  =  E  tan  ß 

er  sich  für  den  Fall 


cos . 

und  wenn  man  für  E  seinen  Wert  einführt,  wie 
ergiebt,  in  welchem  die  Last  über  den  Balken  gleichmäfsig  verteilt  ist,  so 
erhält  man 
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S 


^  1,  cos  ß 


H  =  Ptan/9 

Bezeichnet  man  die  Länge  des  Kopfbandes  mit  a,  so  ist 
=  a  sin  ß 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichungen  ein,  so  wird 

g  ■- ,  ip 

-  a  sin  /?  cos  ß 
IP 


und 

H  = 


a  sin  2  /S 

,  IP  tan/g 
^    a  sin  |5 
IP 


a  cos  ß 

Ist  nun  /9  =  450,  so  ist 

sin  2/3      sin  2  .  450  ==  sin  90«  =  1 

und 

cos  ß  ==yh 

daher  1  p 

S  =  — 
a 

und  1  p 

H 


ayT 

Da  l  der  gröfste  Wert  ist,  den  der  Sinus  überhaupt  anzunehmen 
vermag,  sin  2  ß  aber  im  I^enner  desjenigen  Ausdrucks  steht,  der  den  Wert 
von  S  bestimmt  und  der  Wert  von  S  um  so  kleiner  werden  mufs,  je 
gröfser  der  Nenner  dieses  Ausdruckes  wird,  so  mufs  S  seinen  kleinsten 
Wert  erlangen  oder  ein  Minimum  werden,  wenn  der  Nenner  seinen  gröfsten 
Wert  erlangt  oder  ein  Maximum  wird. 

Für  /3  =  45^  wird  aber  der  Nenner  ein  Maximum  und  folglich  wird 
S  ein  Minimum.  Daher  wird  der  in  der  Eichtung  des  Kopfbandes  wir- 
kende Druck  am  kleinsten,  wenn  das  Kopf  band  mit  der  Wand  oder  der 
Säule  einen  Winkel  von  45  0  macht,  das  durch  das  Kopf  band  gebildete 
Dreieck  also  ein  rechtwinkelig  gleichschenkeliges  ist. 

5.  Die  Balkenlagen, 

Die  Tragkraft  eines  mit  beiden  Enden  frei  aufliegenden  und  gleich- 

mäfsig  belasteten  Balkens  von  der  Länge  1,  der  Breite  b  und  der  Höhe  h 

wird  durch  die  Gleichung  ^j^2 

P  -=  5  k  . 

dargestellt. 
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In  einer  Balkenlage  hat  nun  jeder  Balken  sein  eigenes  Gewicht, 
ferner  das  Gewicht  desjenigen  Teiles  der  Decke  zu  tragen,  welches  ihm 
je  nach  Anordnung  der  Balken  zufällt,  so  wie  endlich  das  Gewicht  der 
auf  diesen  Teil  der  Decke  kommenden  Belastung. 

Bezeichnet  a  den  Abstand  der  Balken  von  Mitte  zu  Mitte,  so  ist 
al  der  Flächeninhalt  desjenigen  Teiles  der  Decke,  welchen  der  Balken 
zu  tragen  hat.  Bezeichnet  man  für  die  Flächeneinheit  das  Gewicht  der 
Decke  mit  p  und  das  Gewicht  der  aufgelegten  Belastung  mit  q,  so  ist 
(P  +  <l)       ä^^f       Flächeneinheit  kommende  Belastung  und  daher 

(p-l-q)al 

die  von  einem  Balken  zu  tragende  Last. 

Ist  nun  p  +  q  die  von  einem  Quadratmeter  zu  tragende  Last,  so  ist 

p  +  q 

lOÜUO 

diejenige  Last,  welche  ein  Quadratcentimeter  zu  tragen  hat,  und  sind  a 
und  1  in  Centimetern  ausgedrückt,  so  ist 

(p  +  q^al 

lUUUÜ 

diejenige  Last,  welche  der  Balken  zu  tragen  hat.  Da  nun  die  Traglrraft 
des  Balkens  diesem  Gewichte  entsprechen  mufs,  so  haben  wir  für  die  Be- 
ziehungen, welche  rücksichtlich  eines  in  einer  Balkenlage  befindlichen 
Balkens  bestehen,  folgende  Gleichung 

(p  +  q)  al  ^  4  -u  ^ 
10000  ^  1 

WO  alle  Dimensionen  des  Balkens  in  Centimetern  auszudrücken  sind. 

Soll  der  Querschnitt  des  Balkens  ermittelt  werden,  so  folgt  aus  der 
Gleichung  hh^       3(p  +  q)al^ 

10000. 4. k 
Ist  nun  b  =  f  h,  so  wird  die  Gleichung 
50^3  ^  3(p  +  q)aP 
lUOOO  .4 . k 

und  hieraus  folgt  3 ,  

\     5.  10000  .  4.  k 

woraus  sich  dann  auch  b  ergiebt. 

Soll  ferner  die  Länge  der  Balken  ermittelt  werden,  so  hat  man  die 
Gleichung  für  1  aufzulösen.    Dieses  giebt 

.  ^  -|  /  10000  .  4  .k  .bh=^ 
^~  \       3  (p  -f  q)  a 
Will  man  bestimmen,  wie  weit  die  Balken  auseinander  zu  legen  sind, 
so  hat  man  die  Gleichung  für  a  aufzulösen.    Dieses  giebt 

  10000  .4.  k.bh'-^ 

^~        3  (p  +  q)  12 
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Will  man  endlich  ermitteln,  welche  Last,  bei  gleichmäfsiger  Ver- 
teilung derselben,  einer  Decke  aufgelegt  werden  darf,  so  hat  man  die 
Gleichung  für  q  aufzulösen.    Dieses  giebt 

10000.4.k.bh2 

^  =  P 

Der  Wert  von  p  hängt  von  der  Construction  der  Decke  ab  und  ist 
demnach  sehr  verschieden.  Man  kann  für  das  Quadratmeter  den  Wert 
von  p  annehmen 

zu  60  bis  80  Kilogramm  für  eine  Balkenlage  mit  Dielen  belegt  und 

ohne  Ausfüllung  der  Balkenfelder, 

„HO  ,,140  für  eine  einfache  Casettendecke  ohne  Stuck^ 

„  280   „  380         „        für  eine  einfache  Casettendecke  mit  halbem 

Windelboden  und  Stuck, 

„  200  „  230  „  für  einen  gestreckten  Windelboden  mit  Lehm- 
estrich, 

„  250   „  350         „        für  einen  halben  Windelboden, 
„  350   „  450         „        für  einen  ganzen  Windelboden. 
Die  der  Decke  aufgelegte  Belastung  ist  in  den  seltensten  Fällen  über 
die  Balkenlage  gleichmäfsig  verteilt,  auch  ist  sie  nicht  immer  dieselbe; 
die  Verteilung  der  Last  ist  vielmehr  oft  eine  ganz  unregelmäfsige. 

Diese  UnregelmäPsigkeiten  finden  namentlich  in  unsern  Wohnhäusern 
statt,  wo  sehr  oft  die  von  einer  Balkenlage  zu  tragende  Last  nicht  zu 
ermitteln  ist.  An  eine  solche  Balkenlage  werden  aber  auch  noch  andere 
Anforderungen  gemacht;  sie  darf  sich  nicht  biegen  und  schwanken,  damit 
der  unter  derselben  angebrachte  Putz  nicht  reifst  oder  abgestofsen  wird. 
Man  kann  als  Belastung  für  das  Quadratmeter  annehmen 
150  Kilogramm  für  gewöhnliche  Wohnräume, 
250        „        für  Tanzsäle; 
400        „        für  Stroh-  und  Heuböden, 
450        „        für  Fruchtböden, 
750        „        für  Warenspeicher, 
400  bis  550        „        für  Belastung  durch  dicht  beisammen  stehende 
Menschen. 

Beispiele. 

1.  Wie  groCs  müssen  bei  dem  Verhältnisse  von  5  zu  7  die  Querschnitts- 
dimensionen eines  Balkens  von  5  Meter  freier  LängeP^  in  einer  Balkenlage  sein, 
wenn  die  Balken  94  Centimeter  weit  auseinander  liegen,  das  Gewicht  der  Decke 
zu  350  Kilogramm  und  die  Belastung  zu  150  Kilogramm  für  das  Quadratmeter 
angenommen  wird? 

Die  Gleichung  ist  ^   

-i/7.3.(p  +  q)aP 

V  5.10U00.4.k 
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Nun  ist  fp4-q)  =  500;  a  =  94;  1  =  500;  k=100,  daher 


3.500.94.500.500  .n.  n  . 

=  23,105  Centimeter 


5 . 10000  .  4 . 100 
und  hiernach  ist  b  =  4.  23,105  Centimeter  =  16,504  Centimeter. 

2.  Wie  grofs  kann  die  freie  Länge  eines  Balkens  von  20  Centimeter  Breite 
und  30  Centimeter  Höhe  in  einer  Balkenlage  sein,  wo  das  Quadratmeter  mit 
Einschlufs  des  Gewichtes  der  Decke  mit  400  Kilogramm  belastet  ist  und  die 
Balken  90  Centimeter  weit  auseinander  liegen? 
Die  Gleichung  ist 


V 


10000.  4.  k.bh^ 


3  (p  +  q)  a 

Nun  ist  k  =  100 ;  b  =  20 ;  h  =  30 ;  (p  +  q)  =  400 ;  a  =  90,  daher 


1  /  10000  .  4  .  100  .  20  .  30  .  30         ,  ,  ^  , 
=  y  OÖÖT9Ö  ■  =  Centimeter. 


6.  Einfache  ünterziige  und  Träger. 

Wenn  die  Balken  einer  Balkenlage  so  lang  werden,  dafs  eine  Biegung 
derselben  eintreten  würde,  so  bringt  man  zu  ihrer  Unterstützung  einen 
Unterzug  oder  einen  Träger  an.  Der  TJnterzug  liegt  unter  den  Balken, 
so  dafs  diese  auf  dem  Unterzuge  aufliegen,  der  Träger  dagegen  liegt  über 
den  Balken  und  diese  sind  an  dem  Träger  durch  Schraubenbolzen  befestigt. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dafs  die  Balken  auf  dem  Unterzuge  go- 
stol'sen  sind,  bezeichnen  das  Gewicht  der  ganzen  Decke  mit  P,  das  Ge- 
wicht der  ihr  aufgelegten  Belastung  mit  Q  und  lassen  das  Gewicht  des 
Unterzuges  unberücksichtigt,  so  ist 

HP  +  Q) 

die  von  dem  Unterzuge  aufzunehmende  Belastung,  gleichviel  ob  der  Unter- 
zug die  Balken  in  der  Mitte  oder  an  einer  andern  Stelle  unterstützt. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Breite  des  Unterzuges  mit  b,  seine  Höhe 
mit  h  und  seine  Länge  mit  1,  so  ist,  da  er  mit  beiden  Enden  frei  auf- 
liegt und  die  Belastung  als^  eine  über  seine  Länge  gleichmäfsig  verteilte 
angesehen  werden  kann,  seine  Tragkraft 

4  1  bh2 
1  k  .  — p 

und  wir  haben  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  seines  Querschnittes  die 
Gleichung 

i  k .      =  1  (P  +  Q) 

woraus 

31(P  +  Q) 
^  2.4.k 

Ist  nun  b  =  7  h,  also 

3 1  (P  +  P) 


f  h^ 


8k 


L 
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so  ergiebt  sich 

_  -■V21.1(P  +  Q 
F  40k 

und 


^  ,-|  /21.1(P  +  Q) 
'V        40  k 


Soll  das  Gewicht  des  Unterzuges  mit  in  Eechnung  gezogen  werden 
und  bezeichnen  wir  dieses  Gewicht  mit  G,  so  ist 

die  von  dem  Unterzuge  aufzunehmende  Belastung  und  wir  haben  zur 
Bestimmung  der  Dimensionen  seines  Querschnittes  die  Gleichung 

Ist  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Holzes,  aus  welchem  der 
Unterzug  besteht,  so  ist 

G  =  ^bhl 

daher,  wenn  man  diesen  Wert  für  G  in  die  Gleichung  einführt, 
Ist  ferner 

b  =  fh 

und  wird  dieses  für  b  eingesetzt,  so  wird  die  Gleichung 

Ik.f      =      +  Q)  +  f 

oder 

21(P  +  Q)1 
4k   ^  ~~  40k 

Diese  Gleichung  ist  für  h  aufzulösen,  wodurch  die  Dimensionen  h 
und  b  bestimmt  werden. 

Um  die  Auflösung  dieser  Gleichung  vom  dritten  Grade  zu  umgehen, 
kann  man  das  Glied 


4k 

zunächst  vernachlässigen  und  einen  Näherungswert  h,  aus  der  Gleichung 


(P  +  Q)l 


40  k 

berechnen.  Führt  man  dann  diesen  Näherungswert  in  das  vernachlässigte 
Glied  ein,  so  erhält  man  hinlänglich  genau 


-i/21(P  +  Q)l  3/P 
V         40  k  4k  ' 

Sind  die  Balken  auf  dem  Unterzuge  nicht  gestofsen,  so  ist  die  vom 
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Unterzuge  aufzunehmende  Belastung,  wenn  derselbe  in  der  Mitte  der 
Balken  liegt, 

t  (P  H-  Q)  +  G 

und  hat  man  statt  des  TJnterzuges  einen  Träger,  an  welchem  die  Balken 
durch  Schraubenbolzen  befestigt  sind,  so  kommt  noch  das  Ge^vicht  der 
Schraubenbolzen  dazu,  so  dafs,  wenn  wir  das  Gewicht  derselben  mit  G, 
bezeichnen,  die  vom  Träger  aufzunehmende  Belastung 
t  (P  -f  Q)  4-  GH- 

ist. 

Werden  zwei  Unterzüge  angeordnet,  und  zwar  so,  dafs  die  Länge 
der  Balken  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  wird,  so  ist,  wenn  die  Balken 
auf  den  TJnterzügen  gestofsen  sind,  die  von  einem  jeden  Unterzuge  zu 
tragende  Last 

HPH-Q)-i-G 

Sind  dagegen  die  Balken  auf  den  Unterzügen  nicht  gestofsen,  so  ist 
die  von  einem  jedem  Unterzuge  zu  tragende  Last 

f  (P  -1-  Q)  +  G 

und  werden  statt  der  Unterzüge  Träger  angewendet,  so  kommt  zu  der 
vorstehenden  Belastung  noch  das  Gewicht  der  Schraubenbolzen. 

Beispiele. 

1.  Welche  Breite  und  Höhe  im  Verhältnisse  von  5  zu  7  mufs  ein  8  Meter 
langer  Balken  bekommen,  wenn  er  eine  Balkenlage  in  der  Mitte  unterstützen 
soll,  in  welcher  die  Balken  7  Meter  lang,  aber  nicht  gestofsen  sind  und  die 
Belastung  des  Quadratmeters  mit  Einschlufs  des  Gewichtes  der  Decke  500  Kilo- 
gramm beträgt? 


Die  Gleichung  ist 
daher 

und  weil  b  =  f  h 
woraus 


bh-^ 


1  ~« 

3.5.P.I 
4.8.k 

3.5.P.1 
4  .  8  .  k 


-V- 


7.3.5.P.1 


5.4. 8. k 

Nun  ist  der  Flächeninhalt  der  Decke  7  .  8  =  56  Quadratmeter  und  daher 
die  Belastung  P  =  56  .  500  =  28000  Kilogramm ;  ferner  1  =  800 ;  k  =  100,  daher 


.3.5.28000.800  r.  * 

=  52,78  Centimeter 


5  .4.  8  .  100 
und  mithin  b  =  4  .  52,78  —  37,7  Centimeter. 

2.  Welche  Breite  und  Höhe  aber  hat  man  diesem  Unterzuge  zu  geben, 
wenn  er  in  der  Mitte  durch  eine  gufseiserne  Säule  gestützt  wird,  und  wie 
grofs  mufs  der  Durchmesser  dieser  Säule  sein,  wenn  sie  5  Meter  hoch  ist? 


III 


Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  des  in  der  Mitte  gestützten  und  gleich- 
mäfsig  belasteten  Balkens  ist  5 


daher 

und  weil  b  =  #h,  so  ist 
woraus 


bh2 


3.5.P.1 
16  .  8  .k 

3.5.P.1 
 16. 8.  k 


4h3 


1/7.3. 5. P.l 

^-y  5. 16.8. k 


setzt  man  die  Werte  ein,  so  erhält  man 

3   


,      1/7.3.5.  28000 .  800      oooor.  , 
5.16,8.100    -  =  ^^'^^  Centimeter 


und  daher  ist  b  =  f  .  33,23  =  23,73  Centimeter. 

Für  die  Tragkraft  der  Säule  haben  wir  die  Gleichung 

P  =  16.1.  2^-"^^ 


n  412 

wenn  wir  annehmen,  dafs  die  Säule  mit  beiden  Enden  befestigt  ist.  Aus  dieser 
Gleichung  folgt  nun 


-|/4.n.P.P 
V  16. 2. E. TT 


Die  Belastung  der  ganzen  Decke  ist  28000  Kilogramm;  hiervon  trägt  der 
ünterzug  |  28000=  17500  Kilogr.  und  mithin  die  Säulef.  17500  =  10937,5  Kilogr. 
Ferner  ist  n  =  8;  E  =  1000000;  1  =  500;  tt  =  3,14.  Dieses  eingesetzt,  er- 
halten wir 


16.2.  1000000.  3,14 
und  daher  der  Durchmesser  10,864  Centimeter. 


8  .  10937,5.500.500      ^  ,0«  r.  * 
5,432  Centimeter 


7.  Der  yerzahnte  Träger. 

Um  Träger  von  gröfserer  Tragfähigkeit  zu  bekommen,  werden  mehrere 
Balken  so  mit  einander  verbunden,  dafs  diese  Verbindung  gleichsam  einen 
einzigen  Balken  darstellt.  Da  nun  die  Tragkraft  eines  Balkens  seiner 
Breite  einfach,  dagegen  seiner  Höhe  quadratisch  proportional  ist,  so  dafs 
ein  Balken  von  doppelter  Breite  die  doppelte  Tragkraft,  dagegen  ein  Balken 
von  doppelter  Höhe  die  vierfache  Tragkraft  eines  Balkens  von  einfacher 
Breite  oder  einfacher  Höhe  besitzt,  so  hat  man  bei  der  Construction  solcher 
Träger  besonders  die  Höhe  zu  vergröfsern. 

Werden  zwei  Balken  ohne  weitere  Verbindung  über  einander  gelegt, 
so  kann  sich  ein  jeder  derselben  unabhängig  von  dem  andern  biegen,  und 
daher  ist  auch  die  Tragkraft  dieser  übereinander  gelegten  Balken  nur 
gleich  der  Summe  der  Tragkräfte  eines  jeden  derselben. 
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Liegen  n  Balken  übereinander,  haben  sie  alle  dieselbe  Breite  b  und 
dieselbe  Höhe  h,  sowie  dieselbe  Länge  1,  liegen  sie  mit  den  Enden  frei 
auf  und  ist  die  Last  ffleichmafsi^  verteilt,  so  ist  die  Tragkraft 


gleichmäfsig  verteilt , 
n.  t'- 


1 

also  nmal  so  grofs  als  die  Tragla'aft  eines  jeden  einzelnen  Balkens. 

Werden  dagegen  die  Balken  so  fest  mit  einander  verbunden,  dafs 
eine  Verschiebung  an  den  Berührungsflächen  nicht  möglich  ist,  so  ist  auch 
eine  Biegung  eines  Balkens  imabhängig  von  den  übrigen  nicht  möglich; 
und  wenn  die  Verbindung  eine  hinlänglich  feste  ist,  so  kann  sie  wie  ein 
einziger  Balken  angesehen  werden. 

Besteht  die  Verbindung  aus  n  Balken,  welche  sämtlich  dieselbe  Breite  b 
und  dieselbe  Höhe  h  besitzen,  so  ist  nh  die  Höhe  des  Trägers;  bezeichnet 
ferner  1  die  Länge  desselben,  so  ist,  wenn  der  Träger  mit  beiden  Enden 
frei  aufliegt  und  durchgehends  gleichmäfsig  belastet  ist,  die  Tragkraft 


desselben 
oder 


k. 


b(Dh)'-^ 
1 

bh2 
1 


k. 


Dieser  Träger  trägt  daher  n'-mal  so  viel  als  jeder  einzelne  Balken 
und  nmal  so  viel,  als  wenn  die  Balken  nur  übereinander  gelegt  wären. 


Fig.  52. 


1 


'ig.  53. 


Die  Verbindung  der  Balken  wird  durch  Zähne  oder  Dübel  und  durch 
umgelegte  eiserne  Bänder  oder  durch  Schraubenbolzen,  welche  durch  die 
Balken  hindurchgehen,  bewirkt.    Figur  52  und  53. 


I 
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Da  nun  die  Balken  durch  die  Zähne  oder  die  Löcher  für  die  Dübel, 
so  wie  durch  die  Löcher  für  die  Schraubenbolzen  geschwächt  werden,  die 
Verbindung  selbst  auch  nicht  so  innig  hergestellt  werden  kann,  als  wenn 
der  Träger  aus  einem  Stücke  bestände,  so  wird  die  Tragkraft  kleiner  als 
die  oben  berechnete,  und  zwar  soll  man  sie  gleich  f  von  derjenigen  Trag- 
kraft annehmen,  welche  ein  aus  einem  Stücke  bestehender  Träger  von 
gleichen  Dimensionen  besitzen  würde. 

Ist  daher  b  die  Breite,  h  die  Höhe  und  1  die  Länge  des  zusammen- 
gesetzten Trägers,  liegt  er  mit  beiden  Enden  frei  auf  und  ist  die  Last 
über  ihn  gleichmäfsig  verteilt,  so  ist  seine  wirkliche  Tragkraft 

Beispiel. 

Wenn  man  eine  Balkenlage  durch  einen  7  Meter  langen  verzahnten  Träger 
unterstützen  will,  welche  Breite  und  Höhe  hat  man  diesem  zu  geben,  wenn 
die  von  ihm  aufgenommene  Last  8000  Kilogramm  beträgt  und  das  Verhältnis 
5  zu  7  bestehen  soll? 

Die  Gleichung  ist 

hieraus 

und  setzt  man  4  h  für  b,  so  ist 


k^  =  8000 
bh^=^^«^-^ 


|h3  = 


k 

80001 


woraus 


und  setzt  man  die  Werte  ein 

3 


80001 


k 


,      -1/  7.8000.700  ,.  , 

h  =  1/  5— [ÖQ  =  42,8  Centimeter 

daher  b  =  f.  42,8  =  30,57  Centimeter. 


8.  Der  Träger  aus  zwei  parallelen  Balken. 

Da  die  Biegung  eines  Balkens  an  seiner  oberen  und  unteren  Be- 
grenzungsfläche am  stärksten  ist  und  nach  der  neutralen  Schicht  zu  immer 
geringer  wird,  so  wird  auch  die  Tragkraft  der  Faserschichten  um  so  mehr 
in  Anspruch  genommen,  je  weiter  sie  sich  von  der  neutralen  Schicht  ent- 
fernen. Die  Mitwirkung  der  in  der  Nähe  der  neutralen  Schicht  liegenden 
Fasern  ist  mithin  von  so  geringem  Einflüsse,  dafs  dieselben  auch  ganz 
fehlen  können. 

Wenck,  Baumechanik.  8 
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Man  kann  daher  einen  zusammengesetzten  Träger  von  gröfserer  Trag- 
kraft dadurch  herstellen,  dafs  man  diejenigen  Balken,  aus  denen  er  zu- 
sammengesetzt wird,  nicht  unmittelbar  über  einander  legt,  sondern  dafs  man 
einen  Zwischenraum  läfst,  in  welchen  man  in  entsprechenden  Abständen 
•Holzstücke,  Drempel,  bringt,  die  mittelst  durchgesteckter  Schraubenbolzen 
mit  den  Balken  fest  verbunden  werden,  wie  in  Figur  54. 


Fig.  54. 

Die  Tragki'aft  eines  so  construierten  Trägers  ergiebt  sich,  wenn  man 
die  Höhe  eines  jeden  der  beiden  Balken  mit  h,  ihren  Abstand  von  ein- 
ander mit  a,  ihre  Breite  mit  b  und  ihre  Länge  mit  1  bezeichnet  und  an- 
nimmt, er  liege  mit  beiden  Enden  frei  auf  und  sei  überall  gleichmäfsig 
belastet,  auf  folgende  Weise. 

Die  Breite  des  Trägers  ist  b  und  seine  Höhe  a  -|-  2  h ;  bestände  er 
ans  einem  Stücke,  so  wäre  sein  Trägheitsmoment 

b(a-[-  2h)3 
12 

es  ist  aber  hiervon  das  Trägheitsmoment  des  hohlen  Teiles  desselben  ab- 
zuziehen. Der  hohle  Teil  hat  die  Breite  b  und  die  Höhe  a,  daher  ist  sein 
Trägheitsmoment 

12 

Das  Trägheitsmoment  des  Trägers  ist  mithin 
b(a-}-2h)3-ba3 
12 

Der  Abstand  der  änlsersten  Fasern  von  der  Mittellinie  des  Trägers, 
welche  die  neutrale  Axe  desselben  bildet,  ist 

A  I  h  — -ii^ 
2  2 

und  folglich  ist  die  Tragkraft 


P  =  8k 


b(a  +  2h)3  — ba^ 

 12  

a  +  2h 
2 


Ä 
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das  ist  P  _  Ä  V  h  (a+2h)3-a3 

^■—^^'^    (a  +  2h)l 

oder 

p  _  4 1     2bb(3a^  +  6ah  +  4h^) 

^  —  (a  +  2h)l 

Sind  die  beiden  Balken  unmittelbar  über  einander  befestigt,  so  ist 
a  =  0.  Setzen  wir  nun  in  der  vorstehenden  Formel  a  =  0,  so  erhalten 
wir  die  Tragkraft 

wie  es  sein  mufs. 

Um  diese  beiden  Tragkräfte  mit  einander  zu  vergleichen,  können  wir 
den  vorletzten  Ausdruck  auch  so  schreiben 

_  ,       b  (2  h)^^     3a'^  +  6ah-f  4h^ 
1       •       (a  +  2h)2h 

Da  nun 

Sa'-^^-  6ah  +  4h->(a-f-2h)2h 

ist  und  zwar  um 

3  a^H-  4ah 

so  folgt,  dafs  die  Tragkraft  des  zusammengesetzten  Trägers,  in  welchem 
die  beiden  Balken  von  einander  abstehen,  gröfser  ist  als  die  Tragkraft  des 
zusammengesetzten  Trägers,  in  welchem  die  beiden  Balken  unmittelbar 
über  einander  befestigt  sind,  und  zwar  um  so  gröfser,  je  gröfser  der  Ab- 
stand beider  Balken  ist. 

Beispiel. 

Wie  grofs  ist  die  Tragkraft  eines  nach  Figur  54  construierten  Trägers  von 
10  Meter  Länge,  wenn  jeder  der  beiden  Balken  15  Centimeter  breit  und 
20  Centimeter  hoch  ist,  und  wenn  der  Abstand  derselben  50  Centimeter  be- 
trägt? Und  wievielmal  ist  diese  Tragkraft  des  Trägers  gröfser,  als  sie  sein 
würde,  wenn  die  Balken  unmittelbar  über  einander  lägen? 
Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist 

2  bh(3a^  +  6ah-}-4h^) 
^""^  (a  +  2h)l 

Nun  ist  k=  100;  b  =  15;  h  =  20;  a  =  50;  1  =  1000,  daher 
^      ,  2  .  15.20  (3.502  +  6.50.20  -1-4.202)  ,o.ooooxr-i 

P  =  1 . 100  .  (50+1.20)  1000   =  ^^^^^'^^  Kilogramm. 

Um  zu  ermitteln,  wievielmal  diese  Tragkraft  gröfser  ist,  als  sie  sein  würde, 
wenn  die  beiden  Balken  unmittelbar  über  einander  lägen,  haben  wir  den  Wert 
des  Quotienten 

3a2  +  6ah  +  4h2 
(a  +  2  h)  2  h 

zu  ermitteln.    Setzen  wir  die  Zahlen  ein,  so  erhalten  wir 
3.502  +  6.50.20  +4.202  , 

 (50  +  2.20)2   20  =  ^'^ 

Die  Tragkraft  des  so  construierten  Trägers  ist  also  4,2  mal  so  grofs,  als  sie 
sein  würde,  wenn  die  Balken  unmittelbar  über  einander  lägen  und  einen  Balken 
bildeten. 
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9.  Der  gesprengte  Träger. 

Eine  andere  Construction  eines  zusammengesetzten  Trägers  ist  der 
gesprengte  Träger.  Hier  sind  die  beiden  Balken,  aus  denen  der  Träger 
zusammengesetzt  ist,  nicht  parallel,  sondern  sie  sind  so  gebogen,  dafs  sie 
mit  ihren  Enden  zusammenliegen  und  dafs  in  ihrer  Mitte  der  Abstand 
beider  am  gröfsten  ist.  Die  zusammengebogenen  Enden  werden  durch 
Schraubenbolzen  und  umgelegte  eiserne  Bänder  zusammengehalten  und 
zwischen  den  Balken  befinden  sich  Spreizen,  von  denen  die  mittlere  am 
längsten  ist,  und  welche  nach  den  Enden  zu  der  Biegung  entsprechend 
kürzer  werden. 

Die  Tragfähigkeit  eines  solchen  Trägers  ist  nicht  so  grofs,  wie  die 
Tragfähigkeit  eines  nach  dem  Vorhergegangenen  construierten  Trägers, 
wenn  der  gröfste  Abstand  der  Balken  bei  dem  gesprengten  Träger  gleich 
dem  Abstände  der  parallelen  Balken  des  letzteren  ist,  weil  die  Balken 
durch  die  Biegung  schon  einen  Teil  ihrer  Tragkraft  verlieren.  Dieser 
Verlust  ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  die  Biegung  ist;  und  wenn  die 
Biegung  bis  zur  Grenze  der  Tragfähigkeit  der  Balken  fortgesetzt  wurde, 
so  tritt  sogar  der  Fall  ein,  dafs  die  Tragkraft  des  gesprengten  Trägers 
gleich  null  wird.  Es  hat  daher  die  Sprengung  der  Balken  eine  gewisse 
Grenze,  welche  nicht  überschritten  werden  darf,  wenn  überhaupt  der  ge- 
sprengte Träger  noch  Tragkraft  besitzen  soll. 

Um  daher  die  Tragkraft  eines  gesprengten  Trägers  zu  ermittln, 
hat  man  Folgendes  zu  berücksichtigen. 

Wie  bereits  bemerkt,  haben  die  Balken  schon  eine  Biegung  und  mit- 
hin haben  ihre  Fasern  eine  entsprechende  Ausdehnung  oder  Verkürzung 
erlitten.  Durch  die  Belastung  wird  nun  eine  weitere  Biegung  der  Balken 
und  daher  eine  weitere  Ausdehnung  und  Verkürzung  der  Fasern  herbei- 
geführt. Diese  beiden  Ausdehnungen  oder  Verkürzungen  dürfen  nun  zu- 
sammen nur  gleich  derjenigen  Ausdehnung  oder  Verkürzung  sein,  welche 
für  die  Tragkraft  eintreten  darf. 

Man  hat  daher  diese  beiden  Ausdehnungen  zu  bestimmen  und  ihre 
Summe  gleich  derjenigen  Ausdehnung  zu  setzen,  welche  einer  Belastung 
für  die  Dauer,  also  der  Tragkraft  entspricht. 

Behufs  der  hier  anzustellenden  Erörterungen  sei  AB  CD,  Figur  55, 
ein  gesprengter  Träger,  welcher  in  der  Mitte  mit  einem  Gewichte  P  be- 
lastet ist  und  mit  beiden  Enden  frei  aufliegt. 

Die  beiden  Balken  A B C  und  AD C  sollen  gleichmäfsig  gebogen  und 
von  gleichen  Dimensionen  b,  h  und  1  sein,  so  dafs  b  die  Breite,  h  die 
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Höhe  und  1  die  Länge  bezeichnet.  Der  innere  Abstand  der  Balken  in 
der  Mittellinie  BD  sei  a  und  AC  sei  die  neutrale  Axe  des  Trägers. 


Fig.  55. 

Die  gröfste  Biegung,  welche  ein  jeder  der  beiden  Balken  ABC  und 
ADC  durch  die  Sprengung  erlitten  hat,  ist  der  Abstand  der  Axe  AC  von 
der  inneren  Faserschicht  eines  solchen  Balkens  in  der  Mittellinie  BD. 
Die  Gröfse  dieser  Biegung  ist  daher 


Das  Biegungsmoment  eines  Balkens  ist 

und  wenn  wir  diejenige  Kraft,  welche  die  Biegung  y  hervorgebracht  hat, 

mit  Q  bezeichnen  und  annehmen,  diese  Kraft  habe  in  der  Mitte  gewirkt, 
und  der  Balken  sei  mit  beiden  Enden  fest  eingespannt  gewesen,  so  ist 

_a  

2 


192 


bh3 
12 


E 


lebh^E 

Hieraus  folgt  nun  das  Moment  der  biegenden  Kraft 
Ql  _  abh^E 
8  ~  P 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  für  die  neutrale  Faser- 
schicht eines  Balkens  in  der  Mittellinie  BD  mit  q,  so  ist 

bh3 
12 

Q 


E 


abh3 
12a 


E 


Bezeichnet  man  weiter  die  Ausdehnung,  welche  die  äufserste  Faser- 
schicht eines  jeden  Balkens,  also  diejenige,  welche  sich  in  der  Entfernung 
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von  der  neutralen  Faserschicht  des  Balkens  befindet,  durch  die  Spren- 
gung erlitten  hat,  mit  tS^,  so  ist,  weil  sich  die  Ausdehnung  zur  Länge 
verhält  wie  der  Abstand  der  äufsersten  Faser  von  der  neuti'alen  Faser- 
schicht zum  Krümmungshalbmesser  der  neutralen  Faserschicht, 

h^ 

1  e 

oder  wenn  man  für  q  seinen  Wert  setzt 

6ah 


1  P 

woraus  sich  ergiebt 

^    6ah 


1 

und  hiermit  ist  die  durch  die  Sprengung  herbeigeführte  Ausdehnung  der 
äufsersten  Faserschichten  des  gesprengten  Trägers  bestimmt.  Diese  Aus- 
dehnung ist  daher  dem  gröfsten  Abstände  beider  Balken  und  der  Höhe 
eines  Balkens  direkt,  der  Länge  des  Balkens  aber  umgekehrt  proportional 
und  wird  mithin  für  dasselbe  a  um  so  kleiner,  je  kleiner  das  Verhältnis 

Y  ist. 

Zur  Bestimmung  der  anderen  durch  die  Belastung  herbeigeführten 
Ausdehnung  dieser  Faserschichten  haben  wir  nun  Folgendes. 
Das  Biegungsmoment  des  Trägers  ist 

-^[(a  +  2hr-a^]E 

oder 

^(3a'  +  6ah4-4h^)E 

und  das  Moment  der  auf  Biegung  wirkenden  Kraft  P  ist,  wenn  wir  die 
Länge  des  Trägers  ebenfalls  gleich  1  setzen, 

4 

Nun  entspricht  die  Axe  AC  der  neutralen  Faserschicht;  wenn  wir 
daher  den  Krümmungshalbmesser  für  dieselbe  in  der  Mittellinie  BD,  also 
für  den  Punkt  E,  mit  r  bezeichnen,  so  ist 

^(3  a2-f-6ah4-4h2)E 


iPl 

o     bh(3a2  +  6ah-f  4h2)E 
=  5.  PI  

Der  Abstand  der  äufsersten  Faserschichten  von  der  neutralen  Faser- 
schicht AC  ist  hier  , 

a  ,  1  ,  a-4-2h 
y  -f  h  oder  — '-^ — 
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Wenn  wir  daher  die  Ausdehnung-,  welche  die  äufsersten  Faserschichten 


durch  die  Belastung  P  erleiden,  mit      bezeichnen,  so  ist 

a4-2h 

1  ~  "r 

oder  wenn  wir  für  r  seinen  Wert  setzen 

h  —  3(a  +  2h)PI 

1  4bh(3a2+6ah+4h2)E 


woraus  sich  ergiebt 


^  3(a-}-2h)PP 
^2        4bh(3a2-[-6ah  +  4h2)E 


und  hiermit  ist  auch  die  durch  die  Belastung  des  Trägers  herbeigeführte 
Ausdehnung  der  äufsersten  Faserschichten  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  die  gesamte  Ausdehnung,  welche  die  äufsersten  Faser- 
schichten erleiden,  mit  6,  so  ist 

oder  wenn  wir  die  gefundenen  Werte  setzen 

6  a h  3(aH-2h)Pr^ 

^  ~     1  4bh(3a2+6ah  +  4h2)E 

Soll  nun  diese  Ausdehnung  nur  bis  zu  dem  Grade  stattfinden,  bei 
welchem  noch  vollkommene  Sicherheit  vorhanden  ist,  welche  also  einer 
Belastung  für  die  Dauer  oder  der  Tragkraft  entspricht,  so  haben  wir 
zu  setzen 

k_ 

1  E 

woraus 

^=  E" 

hervorgeht. 

Werden  diese  beiden  für  ^  gefundenen  Werte  einander  gleich  gesetzt, 
so  bekommen  wir  diejenige  Gi-leichung,  welche  der  Tragkraft  des  gespreng- 
ten Trägers  entspricht.    Diese  Gleichung  ist 

kl  ^  6ah  3(a-f2h)Pl2 
E  1  4bh(3a2-f6ah-|-4h2)E 

Denn  lösen  wir  diese  Gleichung  für  P  auf,  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte Tragkraft,  nämlich 

  ,  bh     3a2-f  6ah -{-4h2  6ahE 

^  — ^1  M=^2h         V  P~ 

Hieraus  ersehen  wir,  dafs  die  Tragkraft  des  gesprengten  Trägers  null 
wird,  wenn  die  Differenz 

6ahE 


p 

also  ,  6ahE 
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und  mithin 


6hE 

wird.  Da  aber  a  immer  um  so  gröfser  werden  kann,  je  gröfser  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  ist,  so  sieht  man,  dafs  die  Gröfse  von  a,  für  welche 
die  Tragkraft  null  wird,  dem  Quadrate  der  Länge  des  Balkens  direkt,  seiner 
Höhe  aber  umgekehrt  proportional  ist,  und  dafs  also  die  Sprengung  um 
so  gröfser  werden  kann,  je  gröfser  das  Verhältnis  ist.  Soll  daher  der 
gesprengte  Träger  überhaupt  Tragfähigkeit  besitzen,  so  mufs 

^  6hE 

sein. 

Macht  man  die  Sprengweite  a  von  der  Höhe  h  der  Balken  abhängig, 
indem  man  sie  gleich  einem  Vielfachen  von  h  setzt,  so  läfst  sich  das 
Verhältnis  zwischen  h  und  1  bestimmen,  für  welches  die  Tragkraft  des 
Trägers  null  wird.  Setzen  wir  a  =  .«h,  so  ist  die  Tragki-aft  null,  wenn 


//h  = 


kP 


also 
oder 
mithin 
oder 


6hE 
_  k 

1 


i  _  1/1^ 
h~~  V  k 

i=h]/; 


6^E 
k 

was  wir  auch  schreiben  können 

Nehmen  wir  für  Holz  E  =  100000,  k  =  70,  so  ist 

1/^=1/^^^1^=92,5 

Für  fi  =  1  erleidet  jeder  Balken  in  der  Mitte  eine  Abbiegung,  welche 
gleich  seiner  halben  Höhe  ist.  Die  Tragkraft  des  gesprengten  Trägers 
wird  daher  null,  wenn 

1  =  92,5.  h 

ist.  Wird  jn  —  2,  so  erleidet  jeder  Balken  in  der  Mitte  eine  Abbiegung, 
welche  gleich  seiner  Höhe  ist.    Nun  ist 

1,4,  daher  92,5  .  1,4  =  129,5. 


121 


Die  Tragkraft  des  gesprengten  Trägers  wird  mithin  null,  wenn 
1  =  129,5  .h 

•  ist. 

10.  Der  Gitterträger. 

Der  (xitterträger  oder  Fachwerkträger,  Figur  56,  besteht,  wenn  er 
aus  Holz  construiert  wird,  aus  zwei  einfachen  horizontalen  Balken  AA^ 
und  BBj,  den  sogenannten  Streckbalken,  welche  durch  ein  dazwischen 
angebrachtes  unverschiebliches  Gitter  in  einer  gewissen  Entfernung  von 
einander  festgehalten  werden.  Die  Mittellinie  C  ist  die  neutrale  Schicht 
des  Trägers.  Es  wird  durch  diese  Construction  bewirkt,  dafs  bei  einer 
Belastung  and  Biegung  des  Trägers  der  obere  Balken  A  in  allen  seinen 
Teilen  nur  eine  Zusammendrückung  und  der  untere  Balken  B  B^  in  allen 
seinen  Teilen  nur  eine  Ausdehnung  erleidet. 


Fig.  56. 


Nehmen  wir  an,  der  Träger  liege  mit  beiden  Enden  frei  auf  und 
sei  überall  gleichmäfsig  belastet;  er  sei  ferner  der  Länge  nach  in  lauter 
gleiche  Teile  MMj,  MjMg,  M2M3 . . .  geteilt  und  auf  einen  jeden  Teilpunkt 
komme  die  Last  Q.  Ist  nun  M  die  Mitte  des  Trägers,  so  dafs  er  durch 
die  Linie  MN  halbiert  wird,  so  haben  wir  nur  nötig,  die  eine  Hälfte  zu 
betrachten,  indem  wegen  der  vollständigen  Symmetrie  dieselben  Betrach- 
tungen auch  für  die  andere  Hälfte  gelten. 

Die  im  Mittelpunkte  M  vertikal  abwärts  wirkende  Last  Q,  Figur  5  7, 
wird  teils  von  den  Zugstangen  MN^,  teils  von  dem  Balken  BBj  aufge- 
nommen, und  zwar  so,  dafs  auf  jede  Seite  des  Trägers  IQ  kommt.  Zer- 
legen wir  dieses  Gewicht  nach  der  ßichtung  des  Balkens  BBj  und  nach 
der  Eichtung  der  Zugstange  MN^  in  die  Componenten  R,  und  S, ,  so  dafs 
Kj  in  die  Eichtung  des  Balkens  und  Sj  in  die  Eichtung  der  Zugstange 
hineinfällt,  und  bezeichnen  den  Winkel,  den  die  Zugstange  MN^  mit  dem 
Balken  BB^  macht,  mit  a,  so  ist 

I  Q  =     sin  a ;  E,  =  Sj  cos  a 
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demnach 


S,  =i 


Sin  a 


;      =  I  Q  cot  « 


Die  Componente  Rj  stellt  deu  aus  dem  Gewichte  IQ  hervorgehenden 
horizontalen  Zug  im  Punkte  M  dar;  die  Componente  Sj  pflanzt  sich  aber 
in  der  Zugstange  MN,  bis  zum  Punkte  Nj  fort  und  wird  hier  teils  von 
dem  Balken  AAj,  teils  von  der  Strebe  i^^M,  aufgenommen.  Zerlegen 
wir  sie  daher  nach  den  Richtungen  des  Balkens  und  der  Strebe  in  die 
Componenten  Pj  und  T^,  so  dafs  P^  in  die  Richtung  des  Balkens  AA, 
und  Tj  in  die  Richtung  der  Strebe  M,  fällt,  und  bezeichnen  den  Winkel, 
den  die  Strebe  N,  M,  mit  dem  Balken  A  Aj  macht,  mit  /3,  so  haben  wir 

T,        sinft  ^  P,          sin[180  — (g-f/g)]           sin     -f  ß) 

Si        sin^  '  Si  sin/9  %mß 

also 


oder  wenn  man  für  S.  seinen  Wert  setzt 


sin  {a-Yß) 
sin/9 

sin  («  -I-  ß) 
sin  ß  sin  « 


und  wenn  sin  («  +  /?)  entwickelt  wird 


IQ 


sin  a  cos  ß  -j-  cos  a  sin  ß 


sin  ß  sin  a 
==  IQ  (cot  «  +  cot /3) 
Die  Componente  Pj  stellt  den  aus  dem  Gewichte  IQ  hervorgehenden 
horizontalen  Druck  im  Punkte  N,  dar,  die  Componente  T,  aber  pflanzt 
sich  in  der  Strebe  N,  Mj  bis  zum  Punkte  M,  fort.  Zerlegt  man  sie  hier 
in  eine  vertikale  Componente  Vj  und  in  eine  horizontale  Componente  H,, 
welche  in  die  Richtung  des  Balkens  BBj  hineinfällt,  so  ist 


T,  sin 


H.  -=  T,  cos 
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oder  wenn  man  für  T,  seinen  Wert  setzt 

V,  =|Q;  =iQcot^ 
Man  sieht  hieraus,  dafs  der  im  Mittelpunkte  M  wirkende  Vertikal- 
druck 2Q  durch  die  Construction  auf  den  Punkt  Mj  übergeführt  worden 
ist,  und  dafs  durch  diese  üebertragung  im  Punkte  Mj  ein  horizontaler 
Zug  =  cot  ß  entsteht.  Der  gesamte  Vertikaldruck,  welcher  nun  im 
Punkte  M^  wirkt,  ist 

Mit  diesem  Vertikaldrucke  verfahren  wir  wieder  wie  vorher;  d.  h.  wir 
zerlegen  ihn  in  zwei  Componenten  und  R^,  so  dafs  in  die  Eichtung 
der  Zugstange  MjNg  und  in  die  Eichtung  des  Balkens  BBj  hinein- 
fällt.   Dann  ist 

i  Q  =  S.^  sin  a;  E^  =  S.^  cos  a 

demnach 

S.,  =  i-S—;  E,  .=  IQ  cot  a 
-       ^  sin«      ^  ^ 

Der  horizontale  Zug  im  Punkte  M.^  ist  nun 

E,  +  Hj  =  IQ  cot  ß  +      cot  ß 

Die  Componente  S.^  pflanzt  sich  in  der  Zugstange  MiN^  bis  zum 

Punkte  N2  fort  und  wird  hier  von  dem  Balken  AAj  und  der  Strebe  X^M^ 

aufgenommen.  Zerlegen  wir  sie  daher  in  die  beiden  Componenten  P.^  und 

Tj,  so  dafs  P,  in  die  Eichtung  des  Balkens  AA,  und  To  in  die  Eichtung 

der  Strebe  NoMo  hineinfällt,  so  ist 

T2       sin«      P2  sm(a-}-ß) 


also 


S2        sin/9'     S2  sin/? 


sin/9'      -        -  sin/9 
oder  wenn  man  für  S2  seinen  Wert  setzt 

=  -'^  + 

Die  Componente  P2  stellt  den  aus  dieser  Zerlegung  hervorgehenden 
horizontalen  Druck  im  Punkte  No  dar,  die  Componente  To  aber  pflanzt 
sich  in  der  Strebe  Na  Mo  bis  zum  Punkte  Mo  fort.  Zerlegt  man  sie  hier 
in  eine  vertikale  Componente  V2  und  in  eine  horizontale  Componente  Ho, 
welche  in  die  Eichtung  des  Balkens  BBj  hineinfällt,  so  ist 

Vo  =  T2  sin/9;  Ho  =  T2  cos  ^9 
oder  wenn  man  für  To  seinen  Wert  setzt 

V2  =  lQ;  R,  =  lQcotß 

Man  sieht  hieraus  wieder,  dafs  die  in  den  beiden  vorausgegangenen 
Punkten  M  und  Mj  wirkenden  Vertikaldrucke  durch  die  Construction  auf 
den  Punkt  Mo  übergeführt  worden  sind,  und  dafs  durch  diese  Uebertragung 
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im  Punkte  M.,  ein  horizontaler  Zug  =  i  Q  cot  entsteht.  Der  gesamte 
Vertikaldruck,  welcher  nun  im  Punkte  Mo  wirkt,  ist 

welcher  wieder,  wie  vorher,  nach  der  Eichtung  der  Zagstange  und 
nach  der  Eichtung  des  Balkens  BBj  zu  zerlegen  ist. 

Setzt  man  das  Verfahren  weiter  fort,  so  überzeugt  man  sich,  dafs 
auf  einen  jeden  folgenden  Punkt  M  die  Vertikaldrucke  aller  vorausgegange- 
nen Punkte  durch  die  Construction  übergeführt  werden,  und  dafs  mithin 
auf  den  letzten  Punkt,  welcher  der  Stützpunld;  oder  das  Auflager  des 
Trägers  ist,  sämtliche  auf  die  Hälfte  des  Trägers  wirkende  Vertikaldrucke 
übergeführt  werden.  Kommen  daher  auf  die  Hälfte  des  Trägers  n  Punkte 
mit  Ausnahme  des  Mittelpunktes,  indem  wir  annehmen,  dafs  der  Träger 
2  n  +  1  solcher  Punkte  besitzt,  so  ist  der  Druck  auf  den  Stützpunkt 

(n  +  i)Q 

also  gleich  der  Belastung  des  halben  Trägers. 

Ebenso  findet  man,  dafs  die  horizontalen  Druckkräfte  in  den  Punkten 
Ni,  N2,  N3 . . .  des  Balkens  AA^  der  Eeihe  nach  sind 

Pi  =  5  Q  (cot  a  +  cot  ß) 

Po  =  i  Q  (cot  a  +  cot  ß) 

P3  =  I  Q  (cot  a  H-  cot  ß) 


Pn  =  ^  Q  ^^^^  "  + 

so  wie,  dafs  die  horizontalen  Zugki'äfte  in  den  Punkten  Mj ,  M2 ,  M3 . . 
des  Balkens  BB,  der  Eeihe  nach  sind 
=  5  Q  cot  cc 
E,  4-  H,    =  i  Q  cot  «  -h  ^  Q  cot  /i? 
E3  +  Ho    =  f  Q  cot  «  +  I  Q  cot  ß 


T»  .  TT  2n  —  1  ^  ,  ,  2n  —  3  ^  ,  ^ 
Rn  +  H„_,  =  2 —  Q       «  H  2  ^  ^ 

Der  Zug  oder  Druck,  der  an  irgend  einer  Stelle  des  Trägers  statt- 
findet, mufs  aber  gleich  der  Summe  aller  Zug-  oder  Druckkräfte  vom  Auf- 
lager bis  zu  der  fraglichen  Stelle  sein,  so  dafs  also  Zug  sowol  als  Druck 
in  den  beiden  Streckbalken  vom  Auflager  nach  der  Mitte  zu  wachsen. 

Der  Druck,  welcher  daher  auf  den  Mittelpunkt  N  des  Balkens  AA, 
wirkt,  ist  mithin  gleich  der  Summe  sämtlicher  Druckkräfte,  nämlich 

P,  +         +  P3  +  .  .  .  +  Po 
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so  dafs,  wenn  diese  Summe  mit  P  bezeichnet  wird, 

p  =  (1  +  3  +  54-...  +  2n  — 1)       (cot  a  +  cot  ß) 

=  n^      .  (cot  a  +  cot  ß) 

Ebenso  ist  der  Zug,  welcher  auf  den  Mittelpunkt  M  des  Balkens  BBj 
wirkt,  gleich  der  Summe  sämtlicher  Zugkräfte 

R.  +      +  R3  +  . . .  +  En  +  H,  +  H,  +  H3  +  . . .  +  H„_, 
so  dafs,  wenn  diese  Summe  mit  R  bezeichnet  wird, 

R  =  (1+3+5+ . . .  +  2n— 1)  -|-  cot  ß+(l+3+5+...+2n-3)-|-  cot  ß 

=  n2-|-cot«  +  (n—  .-|-cot/3 

Setzt  man  nun  hier  n  statt  n  —  1 ,  was  man  kann,  wenn  n  hinläng- 
lich grofs  ist,  so  wird 

R  =  n'  -|-  (cot  a  +  cot  ß) 

und  es  ist  somit  der  Zug  im  unteren  Balken  B  Bj  gleich  dem  Drucke  im 
oberen  Balken  kk^. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  neutralen  Axen  beider  Balken  mit 
a  und  die  Entfernung  je  zweier  Punkte,  in  welchen  ein  Zugband  und 
eine  Strebe  zusammentreffen,  mit  e  und  construiert  eine  Senkrechte  M^, 
so  ist  diese  gleich  a.    Bezeichnet  man  nun  MM,,  mit  Cj  und  M,M^  mit 
so  ist 

61  =  a  cot  a ;  e^  =  a  cot  ß 

daher 

Gl  +  e^,  =  a  (cot  a  +  cot  ß) 

es  ist  aber  auch 

61  +  e.2  ==  e 

also 

e  =  a  (cot  a  +  cot  ß) 

oder 

—  =  cot  «  +  cot  ß 
Führt  man  dieses  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  ist 

oder  auch 

■p  nQ.ne 

Es  ist  aber  nQ  die  Belastung  des  halben  Trägers  und  ne  die  Länge 
des  halben  Trägers.  Bezeichnen  wir  daher  die  ganze  Belastung  des  Trägers 
mit  L  und  die  Länge  des  Trägers  mit  1,  so  ist 
nQ  =  5L  und  ne  =  H 
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Setzen  wir  dieses  in  die  Gleichung  ein,  so  wird 

Hieraus  folgt  aber,  dafs  der  Zug  oder  Druck  in  den  Balken  AAj 
und  BB,  der  Länge  und  der  Belastung  des  Trägers  direkt,  dem  Abstände 
der  beiden  Streckbalken  aber  umgekehrt  proportional  ist. 

Bezeichnet  man  den  Querschnitt  der  Balken  AA,  und  BB,  mit  F, 
so  mufs  mit  Eücksicht  auf  die  Sicherheit  sein 

E  =  k,r 

Da  aber  der  eine  Streckbalken  auf  Zerdrücken,  der  andere  auf  Zer- 
reifsen  in  Anspruch  genommen  wird,  so  haben  wir  entweder  die  kleinere 
der  beiden  Festigkeiten  zu  nehmen  oder  den  Querschnitt  eines  jeden  der 
beiden  Streckbalken  besonders  zu  berechnen. 

Aus  beiden  Grleichungen  für  E  folgt  nun 

8a 

und  hieraus  die  Tragfähigkeit  des  Gitterträgers 

8k,aF 
L  =  j  

Es  ist  hiernach  die  Tragfähigkeit  des  Gitterträgers  dem  Querschnitte 
der  Streckbalken  und  dem  Abstände  derselben  direkt,  seiner  Länge  aber 
umgekehrt  proportional. 

Zur  Berechnung  des  Querschnittes  der  Streckbalken  haben  wir  aber 

F  =  -^ 
8k, a 

Bezeichnet  man  die  Belastung  für  die  Längeneinheit  mit  p,  so  ist 
L  =  pl 

und  daher  auch 


so  wie 


und  endlich 


^  8a 


8k, a 

Die  Gitterstäbe  haben  dem  auf  sie  wirkenden  Zug  und  Druck  Wider- 
stand zu  leisten  und  ihre  Stärke  ist  demgemäfs  zu  bestimmen. 

Stehen  die  Zugstäbe  senkrecht  zwischen  den  Streckbalken,  ist  also 
(i  =  90*^,  und  machen  die  Druckstäbe  mit  den  Streckbalken  den  Winkel  ß, 
so  wird  sin  «  =  i,  cos  «  =  0  und  daher  auch  cot  «  ==  0.  Dann  sind 
sämtliche  E  =  0. 
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Es  ist 

=  ^  Q  cot      P2  =  i  Q  cot  ß  u.  s.  w. 
H,  =  i  Q  cot  ß;  Ho  =  i  Q  cot  ß  u.  s.  w. 
Die  Summe  sämtlicher  P  ist  gleich  der  Summe  sämtlicher  H,  das 
ist  gleich 

cot  ß 

und  p 

cot  ^  =  - 

wie  vorher. 

Am  zweckmäfsigsten  construiert  man  einen  solchen  Träger  so,  dafs 
man  nur  die  Druckstäbe  von  Holz,  die  Zugstäbe  aber  von  Eisen  macht 
und  senkrecht  zwischen  die  Streckbalken  stellt. 


11.  Die  Hängwerke. 

Wenn  ein  Balken  in  einem  Punkte  oder  in  mehreren  Punkten  durch 
Hängsäulen  unterstützt  ist  und  die  von  den  Hängsäulen  aufgenommene 
Last  durch  Streben  auf  die  Auflager  des  Balkens  hingeleitet  wird,  so 
nennt  man  eine  solche  Construction  ein  Hängwerk. 

Ist  nur  eine  Hängsäule  vorhanden,  so  wird  das  Hängwerk  ein  ein- 
faches, sind  zwei  Hängsäulen  vorhanden,  so  wird  es  ein  doppeltes,  und 
sind  mehr  als  zwei  Hängsäulen  vorhanden,  so  wird  es  ein  zusammenge- 
setztes Hängwerk  genannt,  weil  bei  mehr  als  zwei  Hängsäulen  das  Häng- 
werk aus  dem  einfachen  und  doppelten  zusammengesetzt  ist. 


Fig.  58. 

Die  Figur  58  stellt  ein  einfaches  Hängwerk,  einen  sogenannten  ein- 
fachen Hängbock  dar;  AB  ist  der  Hauptbalken  oder  Tramen,  CD  ist  die 
Hängsäule  und  AD  und  BD  sind  die  Hängstreben. 
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Die  Wirkungsweise  dieser  Construction  ist  leicht  einzusehen.  Die 
von  der  Hängsäule  im  Punkte  C  aufgenommene  Last  pflanzt  sich  nach 
dem  Punkte  D  fort,  hier  wird  sie  von  den  beiden  Streben  aufgenommen 
und  nach  den  Stützpunkten  A  und  B  derselben  hingeleitet. 

Es  sei  nun  Q  die  Belastung  des  Balkens  mit  Einschlufs  seines  eigenen 
Gewichtes.  Wir  nehmen  an,  die  Last  sei  über  den  Balken  gleichmäfsig 
verteilt,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  der  Balken  als  Träger  dient.  Es  kommt 
dann  auf  die  Hängsäule  der  vertikale  Zug  IQ  und  auf  jeden  der  Auflager- 
punkte des  Balkens  der  Yertikaldruck  ^eO»  wenn  der  Balken  ein  ganzer 
ist  oder  doch  als  solcher  angesehen  werden  kann.  Bezeichnet  ferner  Q, 
das  Gewicht  der  Hängsäule  selbst,  so  ist 

die  von  der  Hängsäule  zu  tragende  Last. 

Die  Last  P,  welche  gleichsam  im  Punkte  D  aufgehangen  ist,  läfst 
sich  nun  nach  den  Eichtungen  der  beiden  Streben  in  zwei  gleiche  Com- 
ponenten  S^  zerlegen.  Stellt  DE  die  Belastung  P  dar  und  wir  machen 
EDj  parallel  mit  BD  und  EDo  parallel  mit  AD,  so  ist 

DDi  =  DD,  =  Si 

Ziehen  wir  die  Diagonale  DjD^,  so  stehen  die  beiden  Diagonalen 

des  Parallelogramms  auf  einander  senkrecht,  weil  das  Parallelogramm  ein 

Ehombus  ist,  und  es  ist  mithin  D1D2  mit  AB  parallel.    Da  ferner  die 

Diagonalen  sich  gegenseitig  halbieren,  so  ist  DEj  =  EE,  =  IP.  Bezeichnen 

wir  den  Winkel,  den  die  Streben  mit  dem  Horizonte  machen,  mit  «,  so 

ist  auch  der  Winkel  DDjEi  =  D  D2E,  =  «  und  wir  haben  zur  Bestimmung 

von  Sj  die  Gleichung  j.p 

■        =  sin  a 

woraus  folgt  p 

S  =  i   

*       -  sin  a 

Nehmen  wir  an,  dafs.  die  Streben  belastet  sind  und  dafs  die  Belastung 
gleichmäfsig  verteilt  ist,  bezeichnen  die  Belastung  einer  Strebe  mit  Ein- 
schlufs ihres  eigenen  Gewichtes  mit  G,  so  kommt,  da  die  Strebe  ihr  Auf- 
lager in  den  Punkten  A  und  D  oder  B  und  D  hat,  auf  einen  jeden  dieser 
Punkte  der  Yertikaldruck  ^G,  daher  ist  am  Kopfe  der  Hängsäule  noch 
ein  Vertikaldruck  oder  eine  Last  G  vorhanden,  welche  ebenfalls  von  den 
Streben  aufgenommen  und  nach  ihren  Stützpunkten  hingeleitet  werden 
mufs.  Zerlegen  wir  die  Last  G  in  derselben  Weise,  wie  vorher  die  Last  P 
nach  den  Richtungen  der  Streben  in  zwei  gleiche  Componenten  So,  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  derselben 

4G 
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woraus  folgt 


^  sin  a 


Nehmen  wir  ferner  an,  dafs  die  Hängsäule  an  ihrem  oberen  Ende 
die  Last  trägt,  so  ist  auch  diese  von  den  Streben  aufzunehmen  und 
nach  ihren  Stützpunkten  hinzuleiten.  Die  Zerlegung  geschieht  in  der- 
selben Weise  wie  vorher,  und  wenn  wir  den  hieraus  hervorgehenden  Streben- 
schub mit  S3  bezeichnen,  so  haben  wir  zu  seiner  Bestimmung  die  Gleichung 

•V-  =  « 
^3 

woraus 

iG, 


S. 


g  —  sm  « ;   ^  =  cos  a 


2       sin  a 
folgt. 

Der  gesamte  Strebenschub 

+  S,  +  S3  =  S 

pflanzt  sich  nun  in  einer  jeden  Strebe  nach  dem  Stützpunkte  A  oder  B 
fort  und  zerlegt  sich  hier  in  eine  vertikale  Componente  Y  und  in  eine 
horizontale  Componente  H.  Zur  Bestimmung  dieser  Componenten  aber 
haben  wir  die  Gleichungen 

V         .  H 

daher 

V  =  S  sin  «  und  H  =  S  cos  « 
und  wenn  man  für  S  die  Werte  von  S^,      und  Sg  einführt, 

P  +  G  +  G, 
^  ~  2  " 

P  +  G  +  G,  , 
H  =  — ' — Y —  ^ 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  gesamte  an  der  Hängsäule  im  Punkte 
D  vertikal  abwärts  wirkende  Last  durch  die  Streben  auf  die  Auflager- 
punkte des  Tramens  übergeführt  wird. 
P 

Setzt  man  für  —  seinen  Wert        4-  ^Qi  und  berücksichtigt,  dal's 

auf  einen  jeden  Auflagerpunkt  des  Balkens  noch  -^Q  +  ^G  kommt,  so 
ist  der  gesamte  in  einem  jeden  Auflagerpunkte  des  Balkens  wirksame 
Yertikaldruck 

=  i(Q  +  Q,)  +  G+i(^, 

Da  nun 

Q  +  Qj  +  2G-{-G, 
die  ganze  Belastung  des  Hängwerks  ist,  so  ist  auch  der  in  einem  jeden 
Auflagerpunkte  des  Balkens  wirksame  Vertikaldruck  gleich  der  Hälfte  der 

Wenck,  Baumechanik.  9 


130 


Belastung  des  ganzen  Hängwerks,  so  dafs  die  ganze  Last  des  Hängwerks 
von  den  beiden  Auflagerpunkten  des  Balkens  aufgenommen  wird,  wie  es 
sein  mufs.  Denn  die  in  den  Auflagerpunkten  erzeugten  und  vertikal  auf- 
wärts gerichteten  Keactionen  müssen  gleich  und  entgegengesetzt  sein  der 
Summe  aller  vertikal  abwärts  wirkenden  Lasten,  wenn  in  vertikaler  Rich- 
tung keine  Bewegung  stattfinden  soll. 

Bezeichnet  man  die  Eesultante  aus  V,  und  H  mit  U,  so  ist  sie  die 
Eesultante  aus  allen  an  einem  Auflagerpunkte  des  Tramens  vorhandenen 
Kräften.    Es  ist  aber 

u = y  + ff 

wodurch  die  Gröfse  der  Eesultante  bestimmt  ist. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  Eesultante  mit  dem  Horizonte 

macht,  mit  ^,  so  ist  y 

tan  ^  = 

und  hiermit  ist  auch  ihre  Eichtung  bestimmt. 

Die  Zerlegung  der  am  Kopfe  der  Hängsäule  vorhandenen  Vertikal- 

iQ  +  Q.  +  G  +  G. 

konnte  auch  auf  folgende  Weise  bewirkt  werden.  Zerlegt  man  je  die 
Hälfte  der  Summe  dieser  Yertikalkräfte  nach  der  Eichtung  einer  Strebe 
in  eine  Componente  S^  und  nach  horizontaler  Eichtung  in  eine  Componente 
H^,  so  kommt  auf  jede  Strebe  der  Strebenschub  S^  und  am  Kopfe  der 
Hängsäule  wirken  zwei  gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Horizontal- 
kräfte H^.  Zur  Bestimmung  dieser  Componenten  haben  wir  sodann  die 
Gleichungen 

tQ  +  Q.+  G  +  G.  _  jj^  _ 


daher 
oder 


°  2  Sin  a  '0  2 

G  +  Gi    ^        P  +  G-fG,  , 
Ho  =     ^         '  cot  a 


und  es  geht  hieraus  hervor,  dafs 

So  =  S ;  Ho  =  H 

dafs  es  daher  einerlei  ist,  auf  welche  Weise  die  am  Kopfe  der  Hängsäule 
wirkenden  Yertikalkräfte  zerlegt  werden. 

Es  ergiebt  sich  aber  aus  dieser  Zerlegung  noch,  dal's  am  Kopfe  der 
Hängsäule  zwei  Horizontalkräfte  wirken,  welche  den  an  den  Stützpunkten 
der  Streben  vorhandenen  Horizontalkräften  gleich  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sind,  wie  es  sein  mufs,  wenn  in  horizontaler  Eichtung  eine  Ver- 
schiebung nicht  stattfinden  soll. 


I 
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Wird  die  Länge  des  Tramens  mit  21  und  die  Länge  der  Hängsäule 
mit  t  bezeichnet,  so  ist 

die  Länge  der  Strebe.  Will  man  nun  die  hier  vorkommenden  trigono- 
metrischen Functionen  durch  diese  Längen,  welche  immer  gegeben  sein 
müssen,  ausdrücken,  so  ist 


sin  a  = 
cos  a  == 


1 


cot «  =  4- 


yi'  + 1^ 
i_ 
t 


und  es  ist  sodann  weiter 


S 


p  yp-f-t^ 

2  t 


^  2  1  

2  *  t 


Ho 


Die  Constructionsteile  des  Hängwerks  haben  den  auf  sie  wirkenden 
Kräften  in  gehöriger  Weise  Widerstand  zu  leisten,  und  es  müssen  daher 
die  Querschnitts-Dimensionen  dieser  Constructionsteile  dem  zu  leistenden 
Widerstande  entsprechend  bestimmt  werden. 

Der  Tramen  hat  der  Belastung  Q  durch  seine  Biegungsfestigkeit 
AViderstand  zu  leisten;  da  er  nun  wie  ein  mit  beiden  Enden  frei  auf- 
liegender und  in  der  Mitte  unterstützter  Balken  anzusehen  ist,  so  ist, 
wenn  b  die  Breite,  h  die  Höhe  und  21  die  Länge  desselben  bezeichnet, 
die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

,^,Q.21  =  k-^ 
woraus  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  seines  Querschnittes  folgt 


Besteht  das  Verhältnis 


1  =  ^ 


ist  also 

b  =  fh 

und  wird  dieser  Wert  von  b  in  die  Gleichung  eingesetzt,  so  folgt 


v3_  7-3Q1 
^  ~~  5.8k 


9* 
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so  wie 

y  5.8.k 

woraus  sich  dann  auch  b  ergiebt. 

Die  Horizontalkraft  H  nimmt  die  Verschiebungsfestigkeit  des  Tramens 
in  Anspruch,  indem  sie  das  Bestreben  hat,  das  vor  dem  Zapfenloche  oder 
der  Yersatzung  der  Strebe  befindliche  Holz  parallel  zwischen  den  Fasern 
herauszuschieben. 

Bezeichnet  man  die  Breite  des  Zapfenloches  mit  m,  die  Höhe  des- 
selben mit  n  und  die  Länge  des  vor  dem  Zapfenloche  befindlichen  Holzes 
mit  a,  so  ist 

(m  +  2n)a 

die  Gröfse  der  Trennungsfläche.  Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  von 
a  folgende  Gleichung 

k,  (m+  2n)a  =  H 

und  hieraus 

_  H 

ko  (m  -[-  2  n) 

wo  nun  a  diejenige  Entfernung  ist,  um  welche  man  das  Zapfenloch  vom 
Ende  des  Tramens  zurückzusetzen  hat,  wenn  ein  Herausschieben  des  Holzes 
nicht  stattfinden  soll. 

Die  Hängsäule  hat  der  Last  IQ  mit  ihrer  Zugfestigkeit  zu  wider- 
stehen. Sind  daher  b  und  h  die  Dimensionen  ihres  Querschnittes  an  der 
schwächsten  Stelle,  so  mufs  sein 

k.bh  =  tQ 

also 

^^-^ 

Hat  man  eine  der  Dimensionen  b  oder  h  frei  gewählt  oder  ist  sie 
durch  die  Construction  bedingt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  auch 
die  andere.  Ist  die  Hängsäule  an  ihrer  schwächsten  Stelle  quadratisch 
und  b  die  Seite  des  Quadrates,  so  hat  man 

kb'  ==  IQ 

also   

Ferner  hat  die  Yerschiebungsfestigkeit  der  Hängsäule  am  Kopfe  der- 
selben Widerstand  zu  leisten. 

Da  die  Hängsäule  die  Last  IQ  -j-  G^  zu  tragen  hat,  so  wird  jede 
Strebe  mit  einer  Kraft  gleich  t6  Q  +  2  G^  in  vertikaler  Richtung  nach 
oben  gegen  den  Kopf  der  Hängsäule  gedrückt;  es  wird  aber  die  Strebe 
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durch  das  Gewicht  I G  vertikal  abwärts  gedrückt,  so  dafs  der  Druck,  den 
sie  gegen  den  Kopf  der  Hängsäule  ausübt,  nur 

tIQ  +  IG,  —  IG 

ist. 

Bezeichnen  wir  wieder  die  Breite  der  hinauszuschiebenden  Holzmasse 
mit  m,  ihre  Höhe  mit  n  und  ihre  Länge  mit  a,  so  ist 

(m  -f-  2  n)  a 

die  Gröfse  der  Trennungsfläche,  und  wir  haben  zur  Bestimmung  von  a 
die  Gleichung 

k.Cm-h  2n)a  =tIQ  +  2G,  —  IG 

woraus  folgt 

k2(m  +  2n) 

wo  a  wieder  diejenige  Entfernung  ist,  um  welche  man  das  Zapfenloch  vom 
Kopfe  der  Hängsäule  zurückzusetzen  hat. 

Die  Hängsäule  wird  auch  an  ihrem  Kopfe  durch  die  beiden  gleichen 
und  entgegengesetzt  gerichteten  Horizontalkräfte  Hq  zusammengedrückt, 
worauf  bei  der  Bestimmung  ihres  Querschnittes  mit  Eücksicht  zu  nehmen  ist. 

Eine  jede  Strebe  hat  der  Kraft  S  durch  ihre  Zerdrückungs-  beziehungs- 
weise Zerknickungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten,  und  namentlich  kommt 
hier  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  in  Betracht. 

Bezeichnet  man  die  Dimensionen  des  Querschnittes  der  Strebe  mit 
b  und  h,  wo  b  die  kleinere  und  h  die  gröfsere  Seite  ist,  so  ist  in  Be- 
ziehung auf  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken 

k.bh  =  S 


und  daher 


bh  = 


Besteht  nun  das  Verhältnis 
ist  also 

b  =  fh 

so  ergiebt  sich 

h2  = 


und 


7S 

5kl 


V  5  k, 


woraus  dann  auch  b  folgt. 

Ist  der  Querschnitt  der  Strebe  ein  Quadrat  und  b  die  Seite  desselben, 
so  ist 

b=^=#- 
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also 


In  Beziehung  auf  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  haben  wir, 
da  die  Strebe  für  diesen  Fall  mit  beiden  Enden  fest  eingespannt  ist,  die 
Grleichung 


n  •  P  +  t^ 
nun  ist 

T  — 

12 

setzen  wir  dieses  ein,  so  wird 


n  •    12(P-]-  t2) 
_  ,  J_  2E.hb3 
^'  n  •  P-|-t2 

und  hieraus  folgt 

3_3n.S(P+t^) 
^  ~~  4.2.E 
Besteht  das  Verhältnis 

b  5 
T 

ist  also 

h  =  fb 

und  es  wird  dieser  Wert  von  h  in  die  Gleichung  eingeführt,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  der  schwächeren  Dimension  der  Strebe 

, ,  _  5  3n.S(P-ft'^) 

"        '  •      4  .  2  .  E 

also 


,  _-i/5.3.ü.S(P  +  t^) 
K         7.4. 2, E 


woraus  sodann  auch  h  folgt. 

Ist  der  Querschnitt  der  Strebe  ein  Quadrat  und  b  die  Seite  des- 
selben, so  ist 

12 

und  folglich  haben  wir  die  Gleichung 

S=16.1  ^^•'^ 


n  *    l2(P  +  t2) 

  4    _L  2Eb^ 

—  ^  •  n  •  P  + 12 

und  hieraus  folgt 

,  _  3.n.S.(P  +  t--) 
4.2.E 

woraus  weiter 


•i/3.n.S(P  +  t-^) 
~  Y  4.2.E 
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Für  die  Strebe  ist  aber,  wenn  sie  belastet  ist,  auch  noch  folgende 
Untersuchung  anzustellen. 

Die  Belastung  G  der  Strebe  ist  in  zwei  Componenten  G^  und  G-2  zu 
zerlegen,  so  dafs  auf  der  Richtung  der  Strebe  senkrecht  steht,  G-^  aber 
in  die  Richtung  der  Strebe  hineinfällt.    Figur  59. 


Fig.  59. 

Es  ist  nun 

Gj  =  G  cos  ß ;  G,  =  G  sin  a 
Die  Componente  Gg  ist  nicht  weiter  zu  berücksichtigen;  allein  die 
Componente  G^  nimmt  die  Biegungsfestigkeit  der  Strebe  in  Anspruch  und 
es  müssen  daher  auch  für  diesen  Fall  die  Dimensionen  des  Querschnittes 
der  Strebe  bestimmt  werden. 

Da  wir  die  Strebe  hier  als  einen  mit  beiden  Enden  frei  aufliegenden 
Balken  anzusehen  haben,  so  ist  ihre  Tragkraft 

bh2 


ik. 


und  weil 


G. 


G  cos  «  =  G  . 


}/P  +  t2 

so  haben  wir  zur  Bestimmung  ihrer  Dimensionen  die  Gleichung 

1  bh2 


G. 


das  ist 


woraus  folgt 


Ist  nun 
so  haben  wir 

also 


>/P  + 12 
Gl 

bh^ 

b 

Hl' 


=  lk 


ik.bh- 

3G1 
4k 

fh 

3  Gl 


4k 


woraus  sodann  auch  b  folgt. 


■s 


21  Gl 
20  k 
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Hat  dagegen  die  Strebe  einen  quadratischen  Querschnitt  und  ist  b 
die  Seite  dieses  Quadrates,  so  ist  die  Tragkraft  der  Strebe 

b^ 


und  wir  haben  zur  Bestimmung  von  b  die  Gleichung 


1  b^ 

G    .   ^       =ik  ^ 


oder 

woraus  folgt 
und  weiter 


Gl  =  Ik.V 


Die  unter  den  verschiedenen  Gesichtspunkten  für  die  Strebe  gefunde- 
nen Dimensionen  ihres  Querschnittes  müssen  nun  mit  einander  verglichen 
werden,  und  die  gröfsten  sind  dann  diejenigen,  welche  man  dem  Quer- 
schnitte zu  geben  hat. 

Endlich  hat  das  Hängeisen  die  Last  IQ  zu  tragen.  Da  aber  das 
Hängeisen  aus  zwei  Teilen  besteht,  so  kommt  auf  einen  jeden  Teil  Q- 
Bezeichnet  man  die  Dimensionen  des  Querschnittes  des  Hängeisens  mit  d 
und  e,  so  mufs  sein 

k.de  =  AQ 

also 

5Q 


de  = 


16k 

Hat  man  eine  der  Dimensionen  d  oder  e  beliebig  gewählt,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  auch  die  andere. 

Ist  der  Querschnitt  des  Hängeisens  ein  Quadrat  und  d  die  Seite  des- 
selben, so  hat  man  die  Gleichung 

d^  = 

16k 

also 


5Q 
16  k 


Beispiel. 

Bei  einem  einfachen  Hängwerke  hat  der  Balken  eine  gleichförmig  verteilte 
Last  von  10000  Kilogramm  zu  tragen.  Der  Balken  ist  7  Meter  und  die  Häng- 
säule 2  Meter  lang. 

Die  von  der  Hängsäule  aufzunehmende  Last  ist 

P  =  I Q  =  1 . 10000  =  6250  Kilogramm. 


137 


Der  Strebenschub  ist 


S  =  —  ^ — ^ —  =  — ^  '  ^    =  6298,4  Kilogramm. 
Der  Horizontalschub  an  den  Endpunkten  der  Strebe  ist 

„         P        1  6250        3,5  rAna^oT^-l 

H  =  —  .  —  =  —  ^  =  5468,78  Kilogramm. 

Zur  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  der  Constructionsteile  haben 
wir  nun  Folgendes: 

Für  den  Tramen  haben  wir  die  Gleichung 


und  ist  b=|h,  so  erhalten  wir 


0^1 

8.k 

sowie  nach  Einsetzung  der  Werte 


,      1/7.3.10000.350      ^^onr.  . 

F   5  8  100  '  Centimeter 

und  weiter  b  =  f  .  26,39  =  18,85  Centimeter. 

Hat  die  Hängsäule  an  ihrer  schwächsten  Stelle  einen  quadratischen  Quer- 
schnitt und  ist  b  die  Seite  dieses  Quadrates,  so  haben  wir  die  Gleichung 

kb2  =  fQ  

und  nach  Einsetzung  der  Werte  


b  = 


1  /  5  .  10000  ^  ^  n  . 
\     8.100    ^  ' 


Ist  der  Querschnitt  der  Strebe  ebenfalls  ein  Quadrat  und  b  die  Seite  des- 
selben, so  haben  wir  in  Beziehung  auf  die  Zerdrückungsfestigkeit  die  Gleichung 

kib2  =  S  =  6298,4 

und  daher 


b  =|/-^^^  =  8,873  Centimeter. 


In  Beziehung  auf  die  Zerknickungsfestigkeit  haben  wir  die  Gleichung 
S_iß  1  2Eb^ 

n  •    12(P  +  t2) 

und  hieraus 


1/  12.n.S.(P  +  t2) 
16. 2. E 


Nun  ist  n  =  10;  S  =  6298,4;  E  =  125000;  P  +  =  122500  +  400  = 
122900,  daher 


12.  10  .  6298,4.122900       ,^oon  . 

=  12,33  Centimeter. 


16.2 . 125000 

Ist  das  Hängeisen  quadratisch  und  d  die  Seite  desselben,  so  haben  wir 
bei  2  Hängeisen  die  Gleichung 

kd2  =  feQ 

daher 


16k 

nun  ist  Q  =  10000 ;  k  =  700,  daher 


-V- 


5  . 10000      «  , ,  ^  , 

2,11  Centimeter. 


16.700 
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Die  Figur  60  stellt  ein  Hängwerk  mit  zwei  Eängsaulen,  einen  so- 
genannten doppelten  Hängbock,  dar;  AX^  ist  der  Hauptbalken  oder  Tramen, 
BC  und  BiC,  sind  die  Hängsäulen,  AC  und  A,  Cj  sind  die  Streben  und 
CC,  ist  der  Spann-  oder  Brustriegel. 


Fig.  öO. 

Die  Wirkungsweise  dieser  Construction  ist  ebenfalls  leicht  einzusehen. 
Die  von  den  Hängsäulen  in  den  Punkten  B  und  B^  aufgenommenen  Be- 
lastungen sind  in  den  Punkten  C  und  gleichsam  aufgehangen  und  er- 
zeugen in  den  Streben  und  dem  Spannriegel  Drucke;  die  Streben  aber 
leiten  den  auf  sie  ausgeübten  Druck  nach  den  Stützpunkten  A  und  A,  hin. 

Es  sei  nun  wieder  Q  die  Belastung  des  Tramens  mit  Einschlufs  seines 
eigenen  Gewichtes,  und  zwar  sei  die  Last  über  den  Balken  gleichmäfsig 
verteilt. 

Ist  der  Balken  nicht  gestofsen,  also  ganz,  und  ist  AB  =  BBi  = 
BjA,  =3AAj,  so  kommt  auf  jede  Hängsäule  die  Last  fQ  und  auf  jedes 
Auflager  des  Balkens  der  Druck  iQ.  Bezeichnet  ferner  Qj  das  Gewicht 
einer  Hängsäule,  so  ist  die  in  einem  jeden  Punkte  C  und  C,  vertikal  ab- 
wärts wirkende  Last 

fQ  +  Q,  =  P 

Diese  Last  P  ist  in  zwei  Componenten  Sj  und  R^  zu  zerlegen,  so 
dafs  Sj  in  die  Eichtung  der  Strebe  und  Hj  in  die  Eichtung  des  Spann- 
riegels hineinfällt.  Es  ist  dann  wenn  c.  den  Winkel  bezeichnet,  den  die 
Strebe  mit  dem  Tramen  macht, 

P 


S.  = 


sina 


H.  =  P  cot  a 


Sind  die  Streben  gleichmäfsig  belastet  und  bezeichnen  wir  die  Be- 
lastung einer  jeden  Strebe  mit  Einschlufs  ihres  eigenen  Gewichtes  mit  G, 
so  kommt,  da  die  Strebe  ihr  Auflager  in  A  und  C  oder  A,  und  C,  hat, 
auf  einen  jeden  dieser  Punkte  die  Last  5G.  Den  in  C  oder  wirkenden 
Vertikaldruck  2  G  zerlegen  wir  nun  ebenfalls  in  zwei  Componenten  S.  und 
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H2,  so  dafs  So  in  die  Eichtling  der  Strebe  und  Ho  in  die  Eichtung  des 
Spannriegels  hineinfällt.    Es  ist  dann 

S,  =  4^;  H2  =  iacot« 
^       sm «  '  ^ 

Sind  auch  die  Hängsäulen  an  ihren  oberen  Enden  belastet,  und  be- 
zeichnen wir  die  auf  eine  Hängsäule  kommende  Last  mit  Gc^y  so  ist  auch 
diese  in  zwei  Componenten  S3  und  H3  zu  zerlegen,  so  dafs  S3  in  die  Rich- 
tung der  Strebe  und  H3  in  die  Eichtung  des  Spannriegels  hineinfällt,  und 
es  ist  dann 

83==-^;  H3  =  GiC0t« 
sin«  '     3  * 

Die  Horizontalkräfte  H,,  Ho  und  H3  werden  in  den  Punkten  C  und 
C,  vom  Spannriegel  aufgenommen,  und  da  sie  in  beiden  Punkten  gleich 
und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  erzeugen  sie  keine  Bewegung  und 
haben  lediglich  das  Bestreben,  den  Spannriegel  in  der  Eichtung  seiner 
Axe  zusammenzudrücken  oder  zu  zerknicken.  Der  ganze  horizontale  Druck 
im  Spannriegel  ist  daher 

H,  4-  H,  +  H3  =  (P  4-      +  G-J  cot  a 
Der  gesamte  Strebenschub 

H-  S,  +  S3  =  S 

pflanzt  sich  in  einer  jeden  Strebe  nach  den  Stützpunkten  A  und  A,  fort 
und  zerlegt  sich  hier  in  eine  vertikale  Componente  V  und  in  eine  hori- 
zontale Componente  H.  Zur  Bestimmung  dieser  Componenten  haben  wir 
die  Gleichungen 

V      S  sin  « ;  H  =  S  cos  « 
und  wenn  wir  für  S  die  Werte  von  Si ,  S2  und  S3  einsetzen,  so  erhalten  wir 
V  =  P-j-|G  +  G^ 
H=  (P-f-^a-l-G,)  cot« 
Es  ergiebt  sich  hieraus,  dafs  die  gesamte  in  einer  jeden  Hängsäule 
vertikal  abwärts  wirkende  Last  auf  die  Auflagerpunkte  des  Tramens  über- 
geführt wird,  und  dafs  der  Horizontaldruck,  den  eine  jede  Strebe  in  ihren 
Stützpunkten  ausübt,  in  beiden  Punkten  gleich  und  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  ebenso,  dafs  der  Horizontaldruck  im  Spannriegel  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  dem  Horizontaldrucke  in  den  Fufspunkten 
der  Streben,  und  dafs  mithin  sämtliche  Horizontalkräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten. 

Setzt  man  für  P  seinen  Wert 

und  berücksichtigt,  dafs  auf  einen  jeden  Auf  lagerpunkt  des  Tramens  noch 
die  Belastung 

^Q  +  ^G 
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kommt,  so  ist  der  gesamte  in  einem  jeden  Auflagerpunkte  des  Tramens 
^virksame  Yertikaldruck 

V,  =fQ  +  Q,  +  ^(^-+-(>,+^Q  +  A(^ 

das  ist  also  gleich  der  Hälfte  von  der  Belastung  des  Balkens,  dem  Ge- 
wichte und  der  Belastung  der  Hängsäule  so  wie  der  Belastung  der  Strebe. 
Da  nun  aber 

Q  +  2Qj  +  2G-f-2ai 
die  ganze  Belastung  des  Hängwerks  ist,  so  ist  auch  der  auf  einen  jeden  Auf- 
lagerpunkt des  Tramens  kommende  Yertikaldruck  und  die  in  ihm  erzeugte 
Auflagerreaktion  gleich  der  Hälfte  der  ganzen  Belastung  des  Hängwerks, 
und  man  sieht  hieraus,  dafs  die  ganze  Belastung  des  Hängwerks  von  den 
Auflagerpunkten  des  Tramens  aufgenommen  wird.  Die  in  diesen  Punkten 
erzeugten  Auflagerreaktionen  sind  zusammen  gleich  und  entgegengesetzt 
der  Summe  sämtlicher  vertikal  abwärts  wirkender  Lasten,  so  dafs  auch  die 
Vertikalkräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Bezeichnet  man  die  Eesultante  aus  Yj  und  H  mit  U,  so  ist  sie  die 
Eesultante  aus  allen  in  einem  Auflagerpunkte  des  Tramens  vorhandenen 
Kräften.    Es  ist  aber   

u  =  -|/y7Th^ 

wodurch  die  Gröfse  der  Eesultante  bestimmt  ist.  Bezeichnet  man  den 
Winkel,  den  die  Eesultante  mit  der  Horizontalen  macht,  mit  ^,  so  ist 

tan  ^  = 

und  hiermit  ist  auch  die  Eichtung  der  Eesultante  bestimmt. 

Wird  die  Länge  des  Tramens  mit  3 1  imd  die  Länge  der  Hängsäule 
mit  t  bezeichnet,  so  ist 

die  Länge  der  Strebe.  Will  man  nun  die  hier  vorkommenden  trigono- 
metrischen Funktionen  durch  diese  Längen  ausdrücken,  so  ist 

t 


sm  « 
cos  a 


1 


cot «  = 


und  es  ist  dann  weiter 


H,  =P. 
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2 

TT  —  ^  1 


83  =  0, 

H3  =  G, 


J. 
t 

Was  nun  die  Bestimmung  der  Dimensionen  der  Constructionsteile  des 
Hängwerks  rücksichtlich  des  von  ihnen  zu  leistenden  Widerstandes  an- 
langt, so  hat  der  Tramen  der  ihm  aufgelegten  Belastung  mit  Einschlufs 
seines  eigenen  Gewichtes  durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu 
leisten. 

Der  Tramen  ist  wie  ein  in  den  Punkten  A  und  Ai  frei  aufliegender 
und  in  den  Punkten  B  und  Bj  durch  Säulen  unterstützter  Balken  zu  be- 
trachten.   Die  Gleichung  für  die  Tragkraft  ist  daher 

woraus  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Querschnittes  folgt 

4k 

und  es  läfst  sich  nun  b  und  h  in  bekannter  Weise  berechnen. 

Die  Entfernung,  um  welche  man  das  Zapfenloch  für  die  Streben  vom 
Kopfe  des  Balkens  zurückzusetzen  hat,  damit  das  vor  dem  Zapfen ,  befind- 
liche Holz  nicht  herausgeschoben  werden  kann,  ist  ebenso  zu  berechnen, 
wie  dieses  beim  einfachen  Hängwerke  gezeigt  wurde. 

Eine  jede  der  beiden  Hängsäulen  hat  der  Last  P  durch  ihre  Zug- 
festigkeit Widerstand  zu  leisten,  und  die  Dimensionen  ihres  Querschnittes 
sind  ebenso  zu  berechnen  wie  beim  einfachen  Hängwerke. 

Am  Kopfe  der  Hängsäule  wird  nun  auch  die  Verschiebungsfestigkeit 
derselben  in  Anspruch  genommen.  Da  die  Hängsäule  die  Last  B  -{-  G, 
zu  tragen  hat,  so  wird  sowol  die  Strebe  als  auch  der  Spannriegel  mit  einer 
p  _l_  G 

Kraft  gleich  — — -  in  vertikaler  Richtung  nach  oben  gegen  den  Kopf 

der  Hängsäule  gedrückt.  Es  wird  nun  zwar  die  Strebe  durch  das  Gewicht 
IG  vertikal  abwärts  gedrückt;  allein  da  dieser  abwärts  gerichtete  Druck 
am  Spannriegel  nicht  vorhanden  ist,  so  mufs  die  Entfernung,  um  welche 
man  das  Zapfenloch  vom  Kopfe  der  Hängsäule  zurückzusetzen  hat,  für  den 
P  -(-  G 

Druck  -~ — -  berechnet  werden.  Bei  derselben  Bezeichnung  wie  früher 
haben  wir  daher  die  Gleichung 
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k,  (m+2ii)a  =  ^i^ 

woraus  folgt  „  __     ^  + 

2k2(m  +  2n) 

Jede  der  Streben  hat  der  Kraft  S  mit  ihrer  Druckfestigkeit  Wider- 
stand zu  leisten,  und  es  sind  die  Dimensionen  ihres  Querschnittes  sowol 
für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  als  auch  für  die  Festigkeit  gegen 
das  Zerknicken  zu  berechnen.  Die  über  die  Strebe  gleichmäfsig  verteilte 
Belastung  ist  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  in 
die  Richtung  der  Strebe  hineinfällt,  die  andere  auf  dieser  Eichtung  senk- 
recht steht.  Der  letzteren  Componente  hat  die  Strebe  mit  ihrer  Biegungs- 
festigkeit Widerstand  zu  leisten. 

Der  Spannriegel  wird  in  der  Richtung  seiner  Längenaxe  durch  die  Kraft 

H,  +  H,  +  H3  =  (P  +  ^G-|-O0| 

zusammengedrückt,  hat  also  dieser  Kraft  mit  seiner  Druckfestigkeit  Wider- 
stand zu  leisten.  Bezeichnen  wir  die  Dimensionen  seines  Querschnittes 
mit  b  und  h,  so  haben  wir  zunächst  für  die  Festigkeit  gegen  das  Zer- 
drücken die  Gleichung 

k,.bh  =  (P  +  iG  +  Gj| 

woraus  folfft 

_  (P-I-IG-I-GJI 
"  kj.t 

Ximmt  man  eine  der  Dimensionen  beliebig  an,  und  setzt  ihren  Wert 
in  die  Gleichung  ein,  so  erhält  man  den  Wert  der  andern  Dimension. 
Ist  der  Querschnitt  des  Spannriegels  ein  Quadrat  und  b  die  Seite 

desselben,  so  ist  die  Gleichung 

,  _  (P-i-iG  +  GJl 
~  k,.t 

woraus  folgt  ^    ^  ^/(p^xp-fGjl 

Für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  haben  wir.  da  der  Spann- 
riegel mit  beiden  Enden  fest  eingespannt  und  seine  Länge  gleich  1  ist, 
die  Gleichung 

(P  +  iG  +  G.)-|  =16.1.-2^ 

nun  ist  m   hb^ 

12 

setzen  wir  dieses  in  die  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 
(P  +  4G  +  G,)1  =  16    '  ^-^"^ 


t  n  •  1212 

I  2Ehb3 
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und  hieraus 

,    3_    3D(P  +  iG  +  Gi)P 
4.2.E.t 

Mmmt  man  für  eine  der  Dimensionen  b  oder  h  einen  Wert  an,  und 
setzt  diesen  in  die  Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich  auch  der  Wert  der 
andern  Dimension;  wobei  aber  immer  b  kleiner  als  h  sein  mufs. 

Hat  der  Spannriegel  einen  quadratischen  Querschnitt,  so  haben  wir 
die  Gleichung 

(P  +  iG  +  G.)4=  16.-1.  ^•f;'^ 

nun  ist 

b'* 

T  = 

12 

wird  dieses  in  die  Gleichung  eingesetzt,  so  erhalten  wir 
(P  +  iG  +  G.)j  =  16.-1.4f^ 


l  2Eb^ 


12 


und  hieraus 


-,/3.D(P  +  iG  +  Gi)l^ 
^—y  4.2.E.t 

Das  an  einer  jeden  Hängsäule  befindliche  Hängeisen  hat  die  Last 

IQ  zu  tragen  und  ist  ebenso  zu  berechnen  wie  beim  einfachen  Hängwerke. 

Beispiel. 

Bei  einem  doppelten  Hängwerke  habe  der  Balken  eine  gleichförmig  ver- 
teilte Last  von  20000  Kilogramm  zu  tragen.  Der  Balken  sei  9  Meter  lang, 
der  Spannriegel  3  Meter,  und  der  Winkel,  den  die  Streben  mit  dem  Balken 
machen,  sei  45*^,  so  dafs  jede  Hängsäule  ebenfalls  3  Meter  lang  und  der  Balken 
in  drei  gleiche  Teile  geteilt  ist. 

Die  von  einer  jeden  Hängsäule  aufzunehmende  Last  ist 
P  =  I Q  ==  3  ^  20000  =  7500  Kilogramm. 

Der  Strebenschub  ist 

S  =  p  y^'  +  ^''  ^  7500  y2  =  10605  Kilogramm, 
t 

Der  Horizontalschub  an  den  Endpunkten  der  Streben  ist 
H  =  P  .  i  =  7500  Kilogramm 

nnd  ebenso  ist  der  Druck  im  Spannriegel. 

Zur  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  der  Constructionsteile  haben 
wir  nun  Folgendes. 

Für  den  Tramen  haben  wir  die  Gleichung 

^^■'-^ 

4k 

Ist  nun  b  =  ^h,  so  hat  man 


y  5.4. 
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und  setzt  man  die  Werte  ein 


20000  .  300  ^ 

=  2/,59  Centimeter 


5  .4  . 100 

sodann  ist  b  =  4  .  27,59  =  19,7  Centimeter. 

Nehmen  wir  an,  die  Hängsäule  sei  an  ihrer  schwächsten  Stelle  quadratisch, 
und  b  sei  die  Seite  des  Quadrates,  so  haben  wir  die  Gleichung 

kb2  =  7500 

woraus 


^^^^      8,66  Centimeter. 


100 

Ist  der  Querschnitt  der  Strebe  ebenfalls  ein  Quadrat  und  b  die  Seite 
desselben,  so  haben  wir  für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  die  Gleichung 

kib2=  10605 

woraus 

,      -1  /l0605      , ,  ^  ^  ^ 
r  — 80 —  =  Centimeter. 

Für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  haben  wir  die  Gleichung 


V  16 


S  (12  +  t2) 


2  E 

und  es  ist  n=  10;  S=  10605;  P  + 1^  =  180000;  E  =  125000,  daher 


'V- 


12.10.10605.180000      ,  ,  ^    ^.  ^ 
16.2  .  125000  •  =  ''^  Centimeter. 

Ist  der  Querschnitt  des  Spannriegels  ebenfalls  ein  Quadrat  und  b  die 
Seite  desselben,  so  haben  wir  für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  die 
Gleichung 

kib2  =  7500 

daher 


b  ==  ]/-^  =  9,68  Centimeter. 


Ist  das  Hängeisen  quadratisch  und  d  die  Seite  desselben,  so  haben  wir 
bei  zwei  Hängeisen  die  Gleichung 

kd2  =  3750 

daher 


V  700 


3  Centimeter. 


13.  Die  Sprengwerke. 

Wenn  ein  Balken  in  einem  Punkte  oder  in  mehreren  Punkten  durch 
Streben  unterstützt  ist  und  diese  Streben  die  in  den  Stützpunkten  auf- 
genommene Last  auf  Widerlager  hinleiten,  so  nennt  man  eine  solche  Con- 
struction  ein  Sprengwerk. 

Wird  ein  mit  seinen  Enden  aufliegender  Balken  nur  in  einem  Punlde 
durch  zwei  an  diesem  Punkte  zusammenstofsende  Streben  unterstützt,  so 
nennt  man  die  Construction  ein  einfaches  Sprengwerk;  wird  der  Balken 
in  zwei  Punkten  durch  Streben  gestützt,  so  entsteht  ein  doppeltes  Spreng- 
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werk,  und  sind  mehr  als  zwei  Stützpunkte  vorhanden,  so  wird  das  Spreng- 
werk  ein  zusammengesetztes. 

Die  Figur  61  stellt  ein  einfaches  Spreng  werk  dar,  AAj  ist  der  Balken, 
BC  und  BCi  sind  die  Streben  und  AC  und  A,C,  sind  die  Widerlager. 
Der  Stützpunkt  B  befindet  sich  in  der  Mitte  des  Balkens. 


Fig.  61. 


Der  Balken  liegt  in  den  Punkten  A  und  Aj  frei  auf  und  ist  im 
Punkte  B  gestützt.  Ist  daher  die  Last  über  den  Balken  gleichmäfsig  ver- 
teilt und  bezeichnen  wir  sie,  einschliefslich  des  Gewichtes  des  Balkens, 
mit  Q,  so  kommt  auf  den  Punkt  B  1 Q  und  auf  jeden  der  Punkte  A  und 
Ai  TB  Q.  Bezeichnen  wir  ferner  das  Gewicht  einer  Strebe  mit  G,  so  kommt 
von  einer  jeden  Strebe  auf  den  Punkt  B  der  Vertikaldruck  ^G,  während 
die  Punkte  C  und  Ci  ebenfalls  den  Vertikaldruck  von  ^G  erhalten.  Der 
gesamte  Vertikaldruck  im  Sttitzpunkte  B  ist  daher 

lQ-f-G  =  P 

Dieser  Druck  ist  nach  den  Eichtungen  der  Streben  in  zwei  gleiche 
Componenten  S  zu  zerlegen.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Streben 
mit  dem  Horizonte  macheu,  mit  a,  so  ist 

sm« 

Die  Componenten  S  pflanzen  sich  nach  den  Stützpunkten  der  Streben 
C  und  Cj  fort  und  sind  hier  in  eine  horizontale  Componente  H  und  in 
eine  vertikale  Componente  V  zu  zerlegen.    Es  ist  aber 

V  =  S  sin  ß ;  H  =  S  cos  « 
und  wenn  wir  für  S  seinen  Wert  einsetzen 

V==^P;  H  =  |Pcot« 
Setzt  man  für  P  seinen  Wert 

§Q  +  G 

und  berücksichtigt,  dafs  aufserdem  auf  ein  jedes  der  beiden  Widerlager 

Wenck,  Baumechanik.  10 


I 
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die  Vertikaldrucke  risQ  und  hGr  kommen,  so  ist  der  gesamte  auf  ein  jedes 
Widerlager  kommende  Vertikaldruck 

V,  =  HtQ  +  G)  +  ÄQ  +  ^(> 

das  ist  gleich  der  Hälfte  der  ganzen  Belastung  des  Sprengwerks. 

Es  gellt  aber  hieraus  hervor,  dafs  durch  die  Construction  die  ganze 
Belastung  des  Sprengwerks  auf  die  beiden  Widerlager  hingeleitet  wird, 
und  dafs  ein  jedes  Widerlager  einen  horizontalen  Druck 

H  =  ^Pcott: 

aufzunehmen  hat. 

Bezeichnet  man  die  Kesultante  aus  V,  und  H  mit  IJ,  so  ist  sie 
die  Resultante  aus  allen  an  einem  Widerlager  wirksamen  Kräften.  Es 
ist  aber 

u  =  yvi'  +  H- 

und  hiermit  ist  die  Gröfse  dieser  Resultante  bestimmt.  Wird  der  Winkel, 
den  die  Richtung  der  Resultante  mit  der  Horizontalen  macht,  mit  be- 
zeichnet, so  ist 

tan  ^  =  ^ 

und  hiermit  ist  auch  die  Richtung  der  Resultante  bestimmt. 

Bezeichnet  man  die  Länge  des  Balkens  mit  21  und  den  vertikalen 
Abstand  des  Stützpunktes  der  Strebe  vom  Auflagerpunkte  des  Balkens 
also  A  C  =  Ai  Ci  mit  t,  so  ist  die  Länge  der  Strebe 

y  1-  +  f 

und  wenn  man  die  hier  vorkommenden  trigonometrischen  Funktionen  durch 
diese  Längen  ausdrücken  will,  so  ist 

t 

sm  a 


cos  «  = 
cot  a  = 

ferner  ist 

S  = 


yp  +  t^ 
1 

yp+t^ 

2 

t 


2  t 


H 


LI 
2  t 

Um  die  Stärken  der  Constructionsteile  den  zu  leistenden  Widerständen 
entsprechend  zu  bestimmen,  haben  wir  Folgendes: 

Der  Balken  AA,  hat  der  gleichmäfsig  verteilten  Belastung  Q  durch 
seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten.  Da  er  nun  mit  beiden 
Enden  frei  aufliegt  und  in  der  Mitte  unterstützt  ist,  so  ist,  wenn  b  die 
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Breite,  h  die  Höhe  und  21  die  Länge  des  Balkens  bezeichnet,  die  Glei- 
chung für  die  Tragkraft 

aus  welcher  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Querschnittes  folgt 
Ist  nun  noch 

b  =  fh 

so  erhalten  wir  durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung 

3_  7_3Ql 
^  ~~  5.8k 

und  endlich 


=1/- 


h_  ./  2t. Ql 


40k 

woraus  dann  auch  b  sich  ergiebt. 

Die  Streben  B  C  und  B  Cj  haben  der  Kraft  S  mit  Druckfestigkeit  zu 
widerstehen,  und  es  sind  daher  die  Dimensionen  ihres  Querschnittes  sowol 
in  Beziehung  auf  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  als  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  zu  bestimmen. 

Da  die  Streben  nicht  belastet  sind,  so  kommt  die  Biegungsfestigkeit 
derselben  hier  nicht  in  Betracht. 

Ein  jedes  der  beiden  Widerlager  hat  dem  Horizontalschub 

durch  seine  Stabilität  Widerstand  zu  leisten,  und  es  ist  daher  zu  bestimmen, 
wie  breit  die  Basis  des  Widerlagers  sein  mufs,  damit  es  den  Anforderungen 
mit  der  gehörigen  Sicherheit  entspricht. 

Ist  das  Widerlager  ein  gerades  Parallelepiped,  bezeichnet  b  die  Breite, 
h  die  Höhe  und  a  die  Länge  desselben,  so  wie  y  das  Gewicht  der  Kubik- 
einheit  des  Materials,  so  ist 

/bha 

das  Gewicht  des  Widerlagers  und  da  die  vertikale  Schwerlinie  um  die 
Strecke  i  b  von  der  Drehungskante  absteht,  so  ist 

^bha  .  ib  =  i/b^ha 
sein  Moment  in  Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  seiner  Basis  oder  seine 
Stabilität. 

An  der  Innern  Seite  des  Widerlagers  wirkt  der  Vertikaldruck 
V,  =  |Q  +  G 

dessen  Hebelarm  in  Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  des  Widerlagers 
gleich  b  ist. 

10* 
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Es  ist  daher  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  die  äufsere 
Kante  der  Basis  des  Widerlagers 

Der  Hebelarm  des  Horizontalschubes  ist 

h  — t 

und  daher 

|p|(h-t) 

das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  der  Basis  des 
Widerlagers;  und  wenn  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  einführen,  so 
wird  das  in  Eechnung  zu  ziehende  Moment 

p|(h-t) 

Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Breite  der  Basis  des  Wider- 
lagers folgende  G-leichung 

i/b^ha  +  (^Q  -f  G)  b  =  P  Y  (h  —  t) 

welche  für  b  aufgelöst  werden  mufs.  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der 
Gleichung  folgende  Gestalt 

u2  ,    Q  +  2G  2Pl(h-t) 
^  /ha     ^~  /hat 

und  hieraus  ergiebt  sich  dann 

Q  +  2G    _^i/2Pl(h-t)      /  Q  +  2G^2 
^  V       /hat  2/ha  I 


b  = 


2/ha 

Bleibt  das  Gewicht  der  Streben  unberücksichtigt,  so  ist 


b  =  Q_  4_-|/2Pi(h-t)  , 

2/ha    —  V       /hat      ^[  2/ha 
Beispiel. 

Bei  einem  einfachen  Sprengwerke  sei  der  Balken  S  Meter  lang  und  werde 
in  der  Mitte  durch  die  Streben  unterstütst.  Die  Widerlager  sind  5  Meter  hoch 
und  für  jeden  Balken  1  Meter^lang.  Der  Abstand  des  Stützpunktes  der  Strebe 
vom  Auflager  des  Balkens  ist  2  Meter,  und  die  gleichförmige  Belastung  des 
Balkens  ist  6000  Kilogramm. 

Der  Vertikaldruck  im  Mittelpunkte  des  Balkens,  wo  die  Streben  zusam- 
menstoCsen,  ist 

P  =  I Q  =  1 .  6000  =  37  50  Kilogramm. 
Der  Strebenschub  ist 


S  =  —   yi'  +  t^  _^  3750  ^4^4-2' 


^         ^  2  2  4192,5  Kilogramm. 

Der  Druck  im  Auflager  des  Balkens  ist 

j\Q  =  y\  .  6000  =  1125  Kilogramm. 

Der  Vertikaldruck  im  Stützpunkte  der  Strebe  ist 
|P  =  ^ .  3750  =  1875  Kilogramm. 

Der  Horizontaldruck  im  Stützpunkte  der  Strebe  ist 
P  1 

H  =  y  .  —  =  1 875  . 4  =  3750  Kilogramm. 
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Zur  Bestimmung  der  Stärken  der  Constructionsteile  haben  wir  Folgendes 
Für  den  Balken  haben  wir  die  Gleichung 

Ol 
k 

und  ist  b  =  I  h,  so  ist 


SO  wie  nach  Einsetzung  der  Werte 


5.8.k 


^     1/7.3. 6000  .  400      ^oo^n  . 
h  =  |/  ^  g   =  23,27  Centimeter 

und  sodann  b  =  f .  23,27  =  16,62  Centimeter. 

Ist  der  Querschnitt  der  Streben  ein  Quadrat  und  b  die  Seite  desselben, 
so  haben  wir  für  die  Zerdrückungsfestigkeit  die  Gleichung 

k,b2  =  4192,5 

und  hieraus 


4192,5 
80 


=  7,239  Centimeter. 


Für  die  Zerknickungsfestigkeit  haben  wir  die  Gleichung 


^     T  /^[27^.  S  .  (F-  H-  t^) 
16. 2. E 


and  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 


-V- 


12  .  10.4192,5.200000 


12,6  Centimeter. 


16.2.125000 

Zur  Bestimmung  der  Stärke  der  Widerlager  haben  wir  die  Gleichung 
h_         Q      I  -./2Pl(h^t)       /  Q 

Nun  ist  Q==6000;  a 


vhat        '  V2/ah 
1;  h  =  5;  t  =  2;  1  =  4;  P  =  3750;  /  =  2000, 
setzen  wir  daher  diese  Werte  ein,  so  ist 


6000 


2  . 2000  .5.1 


,  1/2.3750.4.3  ,  f    6000     Y     ,  , 
±y  2000.5.2   +(2:200075]  =l'S4Meter. 


Fig.  62. 


Bei  dem  doppelten  Sprengwerke,  Figur  62,  ist  AAj  der  Balken,  BB, 
der  Spannriegel  und  B  C  und  Bj  C^  sind  die  Streben. 

Bezeichnet  man  die  über  den  Balken  gleichmäfsig  verteilte  Belastung 
und  das  Gewicht  des  Balkens  mit  Q  und  ist  AB  =  BB,  =  Bi  A,  =  3 AA, 
so  kommt  auf  jeden  der  Stützpunkte  B  und  Bi  der  Vertikaldruck  IQ  und 


150 


auf  jeden  der  Auflagerpunkte  A  und  A,  der  Vertikaldruck  kQ.  Bezeichnet 
man  ferner  das  Gewicht  einer  jeden  Strebe  mit  G-,  so  kommt  auf  jeden 
der  Punkte  B  und  B,  und  ebenso  auf  jeden  der  Punkte  C  und  C,  der 
Vertikaldruck  iG.  Es  ist  sonach  der  Vertikaldruck  in  einem  jeden  der 
Punkte  B  und  Bi 

tQ4-^G  =  P 

Dieser  Druck  läfst  sich  nun  in  zwei  Componeuten  S  und  H  zerlegen, 
so  dafs  S  in  die  Eichtung  der  Strebe  und  H  in  die  Eichtung  des  Spann- 
riegels hineinfällt.  Bezeichnet  man  mit  a  den  Winkel,  den  die  Strebe 
mit. der  Horizontalen  macht,  so  ist 

S  =  ^-;  H  =  Pcot« 
sm  a 

Die  Horizontalkräfte  H  werden  in  den  Punkten  B  und  Bi  vom  Spann- 
riegel aufgenommen,  und  da  sie  in  beiden  Punkten  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind,  so  erzeugen  sie  keine  Bewegung,  sondern  haben 
lediglich  das  Bestreben  den  Spannriegel  in  der  Eichtung  seiner  Axe  zu- 
sammenzudinicken. 

Die  Kraft  S  pflanzt  sich  in  jeder  Strebe  nach  den  Stützpunkten  C 
und  Ci  fort  und  zerlegt  sich  hier  in  eine  vertikale  Componente  Vi  und 
in  eine  horizontale  Componente  Hi  und  es  ist 

Vj  =  S  sin  « ;  Hj  =  S  cos  a 
mithin,  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt 

V,  =P;  H,  =  H 
und  man  sieht  hier  wieder,  dafs  jeder  in  den  Stützpunkten  B  und  Bi 
wirkende  Vertikaldruck  durch  die  Streben  auf  die  Stützpunkte  C  und  Cj 
derselben  übergeführt  wird,  so  wie  dafs  der  Horizontaldruck,  den  eine  jede 
Strebe  in  ihren  Stützpunkten  ausübt,  in  beiden  Punkten  gleich  und  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist. 

Setzt  man  für  P  seinen  Wert 

und  berücksichtigt,  dafs  aufserdem  auf  ein  jedes  der  beiden  Widerlager 
die  Vertikaldrucke  IQ  und  IG  kommen,  so  ist  der  gesamte  auf  ein  jedes 
Widerlager  kommende  Vertikaldruck 

V  =  IQ  +  .lG-fiQ  +  iO 
=  ^Q  +  G 

das  ist  gleich  der  Hälfte  der  Last  des  ganzen  Sprengwerks. 

Es  geht  aber  hieraus  hervor,  dafs  die  ganze  Belastung  des  Spreng- 
werks auf  die  beiden  Widerlager  hingeleitet  wird,  und  dafs  ein  jedes  Wider- 
lager einen  horizontalen  Druck 

H  =  P  cot  a 

aufzunehmen  hat. 
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Bezeichnet  man  die  Eesultante  aus  V  und  H  mit  U,  so  ist  sie  die 
Eesultante  aus  allen  an  einem  Widerlager  wirksamen  Kräften. 
Es  ist  aber 

u  =  y  Y2  -I-  ff 

und  hiermit  ist  die  Gröfse  dieser  Eesultante  bestimmt.  Wird  der  Winkel, 
den  die  Eichtung  der  Eesultante  mit  der  Horizontalen  macht,  mit  (p  be- 
zeichnet, so  ist 

V 

tan  (ß  =  -gp 

und  hiermit  ist  auch  die  Eichtung  der  Eesultante  bestimmt. 

Bezeichnet  man  die  Länge  des  Balkens  mit  31  und  den  vertikalen 
Abstand  des  Stützpunktes  der  Strebe  vom  Stützpunkte  des  Balkens  also 
A  C  =  Aj  Cj  mit  t,  so  ist  die  Länge  der  Strebe 

yp  -h  t^ 

und  wenn  man  die  hier  vorkommenden  trigonometrischen  Funktionen  durch 
diese  Längen  ausdrücken  will,  so  ist 

t 

sm  a  = 


y  p  + 12 
1 

cos  a  = 


>/P-f  t2 


cot «  =  ^ 


und  daher  auch 


Eücksichtlich  der  Bestimmung  der  Stärken  der  Constructionsteile  haben 
wir  Folgendes: 

Der  Balken  AA,  hat  der  gleichmäfsig  verteilten  Belastung  Q  durch 
seine  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen,  und  da  er  in  den  Punkten  A  und 
Aj  frei  aufliegt,  in  den  Punkten  B  und  Bj  aber  unterstützt  ist,  so  ist 
die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

tVQ  .  31  =  k  .  -— 

D 

wenn  b  die  Breite  und  h  die  Höhe  des  Balkens  bezeichnet.  Zur  Be- 
stimmung dieser  Dimensionen  folgt  dann  die  Gleichung 

4k 

Wenn  der  Spannriegel  mit  dem  Balken  durch  Dübel  und  Bolzen  fest 
verbunden  ist,  so  wird  der  Teil  BBi  ein  verstärkter  Balken.  Hat  nun 
der  Spannriegel  mit  dem  Balken  gleiche  Breite  und  bezeichnet  hi  seine 
Höhe,  so  ist  die  Tragfähigkeit  des  mittleren  Stückes  BB^ 
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^  .  2  .  k  . 


b(h4-ht)--^ 
1 


Die  Tragkraft  der  Teile  AB  und  A^B^  ist  aber 

.k.— 

daber  verbält  sieb  die  Tragkraft  des  mittleren  Teiles  zur  Tragkraft  eines 

jeden  der  äufseren  Teile  wie 

3.  b(b  +  b,)2  bb2 
ik  — — j — ^—  zu  i\ .  — j— 

das  ist  aber  wie 

9  (b  +  h,)^  zu  8  b- 

Soll  die  Tragkraft  überall  in  gleicber  Weise  in  Ansprucb  genommen 
werden,  so  müssen  die  Lcängen  des  mittleren  Teiles  und  der  äufseren  Teile 
verscbieden  sein.  Bezeicbnen  wir  für  diesen  Fall  die  Länge  des  mittleren 
Teiles  mit  \  und  die  Längen  der  äufseren  Teile  mit  1,,  so  haben  wir  die 
Bedingungsgleicbung 

und  bieraus  die  Proportion 

lt_   9(b  +  h,)-^ 

10  8b2 

Die  Längen  verbalten  sieb  also  dii'ekt  wie  die  Tragkräfte.   Ist  b^^  =  b, 
Ii  9 

so  wird  Y"  -9-  niitbin  \  =  4L  L  d.  b.  der  mittlere  Teil  des  Balkens 
kann  4imal  so  lang  als  jeder  äufsere  Teil  desselben  sein. 

Man  kann  daber  dem  vorstebenden  Verbältnisse  entsprecbend  den 
mittleren  Teil  länger  als  die  beiden  äufseren  Teile  macben  und  bierdurcb 
eine  vorteilbafte  Stellung  der  Streben  erzielen,  so  dafs  der  Horizontalscbub 
auf  die  Widerlager  vermindert  wird,  die  Widerlager  also  scbwäcber  ge- 
niacbt  werden  können. 

Ist  nun  Figur  63  das  Sprengwerk,  bei  welcbem  der  Balken  nacb  dem 
obigen  Yerbältnisse  geteilt  ist,  so  kommt  auf  den  Teil  B  Bj  die  Belastung 

tQ 

nnd  auf  jeden  der  Teile  AB  und  AjB,  kommt  die  Belastung 

Der  vertikale  Druck  in  einem  jeden  der  Punkte  B  und  B,  ist 
P  =  iyQ  +  t-f  Q+IG 
und  der  vertikale  Druck  in  einem  jeden  der  Punkte  A  und  Aj  ist 


Q 


Fig.  63. 


Ferner  ist  der  gesamte  auf  ein  Widerlager  kommende  Vertikaldruck 
V  =  i  i  Q  +  f  i  Q -f  i  G- -[- 1 -j^  Q  +  i  Gl 


und  weil 
so  ist 


ii^-)-i,  =  ii 

V  =  iQ  +  G 


wie  vorher. 

Ist  der  Balken  an  den  Stützpunkten  gestofsen,  so  ist  ein  jeder  Teil 
für  sich  zu  berechnen. 

Dann  ist  der  vertikale  Druck  auf  jeden  der  Punkte  B  und  B^ 

P  =     Q  +     Q  +  4G  =  4(^*4^  Q  +  g) 
und  der  vertikale  Druck  in  einem  jeden  der  Punkte  A  und  Ä,  ist 

so  dafs  der  gesamte  auf  ein  Widerlager  kommende  Vertikaldruck 
V  =  iiiQ  +  iiQ-l-iG  +  i^Q  +  ia 

Die  Länge  der  Strebe  ist 


ferner  ist 


yv + 1^ 


sm  a  = 


cos  ci 


cot  a 


und  daher 


lo 
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13.  Die  Dächer. 

a.  Das  einfache  Sparj^endach. 

Das  Gebinde  eines  solchen  Daches  besteht  aus  dem  Balken  A  B  und 
den  Sparren  AC  und  BC,  Figur  64,  indem  die  Sparren  bei  C  unter  sich 
und  bei  A  und  B  mit  dem  Balken  verbunden  sind. 


Fig.  64. 


Bezeichnet  man  die  gleichmäfsig  verteilte  Belastung  eines  Sparrens 
einschliefslich  seines  Gewichtes  mit  Q,  so  kommt,  da  der  Sparren  in  A 
und  C  oder  B  und  C  gestützt  ist,  auf  einen  jeden  dieser  Stützpunkte  die 
vertikal  abwärts  wirkende  Last  IQ,  so  dafs  im  Punkte  C,  wo  die  Sparren 
sich  gegenseitig  stützen,  eine  Last  Q  vertikal  abwärts  wirkt. 

Diese  Last  ist  nach  den  Eichtungen  der  Sparren  in  zwei  gleiche 
Componenten  S  zu  zerlegen.  Bezeichnen  wir  daher  den  Winkel,  den  der 
Sparren  mit  dem  Balken  macht,  mit  a,  so  ist 

sm  a- 

Diese  Componenten  S  pflanzen  sich  in  der  Eichtung  des  SpaiTens 
nach  den  Stützpunkten  A  und  B  fort  und  sind  hier  in  eine  horizontale 
Componente  H  und  eine  vertikale  Componente  V  zu  zerlegen,  und  es  ist 

V  =  S  sin  f/ ;  H  =  S  cos  « 
und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt 

V=iQ;  H  =  iQcot« 

Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  der  Yertikaldruck ,  welcher  von  einem 
jeden  Sparren  im  Punkte  C  ausgeübt  wird,  sich  nach  den  Stützpunkten  A 
und  B  fortpflanzt,  dafs  jeder  Sparren  an  diesem  Stützpunkte  einen  Hori- 
zontaldruck ausübt,  welcher  um  so  gröfser  ist,  je  kleiner  der  Winkel  ist, 
den  der  Sparren  mit  dem  Balken  macht,  und  dafs  die  Sparren  im  Punkte  C 
denselben  Horizontaldruck  gegenseitig  auf  einander  ausüben.  Die  Hori- 
zontalkräfte halten  sich  daher  das  Gleichgewicht. 
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Es  kommt  aber  auf  einen  jeden  der  Stützpunkte  A  und  B  aufserdem 
noch  der  Yertikaldruck  hQ,  so  dafs  der  gesamte  Vertikaldruck  in  einem 
solchen  Stützpunkte  ist 

V,  =  iQ  +  iQ  =  Q 
Die  Stützpunkte  A  und  B  nehmen  daher  das  ganze  Gewicht  der  Sparren 
auf,  und  die  erzeugten  Auf  lagerreaktionen  sind  gleich  der  ganzen  Belastung, 
so  dafs  auch  die  Vertikalkräfte  sich  das  Gewicht  halten. 

Bezeichnet  man  die  Eesultante  aus  den  an  einem  jeden  Auflager- 
punkte wirkenden  Kräften  mit  U,  so  ist 

ü  ==  Yq'  4- 

und  wird  der  Winkel,  den  die  Resultante  mit  dem  Horizonte  macht,  mit 
(p  bezeichnet,  so  ist 

tan  (p  =  — - 

oder,  wenn  man  für  H  seinen  Wert  setzt 

tan  w  =  .  J^. —  ==  2  tan  « 

Bezeichnet  man  die  Tiefe  oder  Breite  des  Daches  mit  2  t  und  seine 
Höhe  mit  s,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 

yt^  +  s^ 


ferner  ist 


sm  a  = 
cos  a  = 
tan  a  = 
cot  a  = 


]/t2  -f  S2 
t 

yt^ + s2 

s 

T 
t 


und  daher 


endlich  ist 


H  =  iQ4 

,  2s 
tan  (p  =  — 

Hiernach  läfst  sich  die  Eichtung  der  Eesultante  construieren.  Man 
verlängere,  Figur  65,  DC  über  C  hinaus  und  mache  CE  =  DC,  hierauf 
lege  man  durch  E  und  ü  '^ine  Gerade,  so  ist  diese  die  Eichtung  der 
Eesultante;  denn  es  ist 

DE  2s 
_=_=tanc/; 
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daher  ist  Winkel 

EAD  =  (f 
und  mitliin  EA  die  Eichtung  der 
Resultante. 

Bezeichnet  man  mit  p  das  Ge- 
wicht, welches  die  Quadrateinheit  der 
Dachfläche,   einschliefslich   des  Ge- 
wichtes des  Sparrens,  zu  tragen  hat, 
und  mit  a  den  Abstand  der  SpaiTen  von  Mitte  zu  Mitte,  so  ist 

Q  =  paf/t^  +  s^ 
Behufs  der  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  des  SpaiTens 
wollen  wir  seine  Breite  mit  b  und  seine  Höhe  mit  h  bezeichnen. 

Der  Span-en  hat  nun  zunächst  der  Kraft  S  mit  Druckfestigkeit  zu 
widerstehen.  Für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  haben  wir  die 
Gleichung 

k,bh  =  S 

S 


bh  = 


kl 


Ist  nun 

b  =  fh 

so  erhält  man  durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  die  Gleichung 

_S_ 
kl 

und  mithin 


fh^ 


so  wie 


Für  die  Festigkeit  gegen  das  Zerknicken  haben  wir  die  Gleichung 

.    1  2Ehb3 


3 . 


und  hieraus 


hb'  = 


n  *  t'-f-s- 
3nS.(t2  +  s2) 


4  .  2  .  E 

Ist  ferner 

h  =  tb 

und  wird  dieser  Wert  in  die  Gleichung  eingesetzt,  so  kommt 


3  n  S  .  (t^  4-  S-) 
4.2.E 


also 


_  -1  /  5  .  3  .  n  .  S  (t^  +  s^) 
~  V  7.4.2.E 
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Wir  haben  aber  auch  die  Belastung  Q  des  Sparrens  in  zwei  Com- 
ponenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  Qj  auf  der  Eichtung  des  Sparrens 
senkrecht  steht,  die  andere  Q,  in  die  Eichtung  des  Sparrens  hineinfällt. 
Es  ist  dann 

=  Q  cos  a;  Q2  =  Q  sin  a 

Die  Componente  Qj  nimmt  die  Biegungsfestigkeit  des  Sparrens  in 

Anspruch,  und  da  der  Sparren  wie  ein  mit  beiden  Enden  frei  aufliegender 

Balken  anzusehen  ist,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

bh2 


und  die  Tragkraft 
weil  aber 


n     .1  bh^ 


so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Querschnittes  die 
Gleichung 


das  ist 
daher 

und  weil 
so  ist  auch 

also 


Qt  =  fk.bh^ 
3Qt 


bh^ 


4k 
b  =  fh 
3Qt 


fh^  = 


4k 


21  Qt 


20  k 

woraus  dann  auch  b  folgt. 

Die  für  b  und  h  gefundenen  verschiedenen  Werte  sind  nun  mit  ein- 
ander zu  vergleichen,  und  man  hat  dem  Sparren  diejenigen  Dimensionen 
zu  geben,  welche  den  gröfsten  der  gefundenen  Werte  entsprechen. 

Der  Horizontalschub  H  nimmt  die  Verschiebungsfestigkeit  des  Balkens 
in  Anspruch.  Nehmen  wir  hierbei  auf  die  Eeibung  Eücksicht  und  be- 
zeichnen den  Eeibungscoefficienten  mit  f,  so  ist  die  aus  dem  Vertikal- 
drucke Q,  den  der  Sparren  auf  den  Balken  ausübt,  hervorgehende  Eeibung 
fQ;  und  es  ist  daher  die  auf  Verschiebung  wirkende  Kraft  nur  die  Differenz 
zwischen  dem  Horizontalschub  H  und  der  Eeibung  fQ,  also  gleich 

H  — fQ 
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Bezeichnen  wir  mit  m  die  Breite,  mit  n  die  Höhe  und  mit  a  die 
Länge  der  hinauszuschiebenden  Holzmasse,  so  ist 

(m  -f-  2  n)  a 

die  Trennungsfläche  und  zur  Bestimmung  von  a  haben  wir  die  Gleichung 
k2(m  +  2n)a  =  H  — fQ 

woraus  folgt 

H-fQ 
k2(m-|-2n) 

und  es  ist  a  diejenige  Entfernung,  um  welche  man  den  Sparren  vom  Ende 
des  Balkens  zurückzusetzen  hat. 

Die  auf  Verschiebung  wirkende  Kraft  wird  null,  wenn 

H  =  fQ 

wird.  Setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  für  H  seinen  Wert,  so  er- 
halten wir 

4Q-i  =  fQ 

und  hieraus 



^~  2f 

Nun  ist  aber  für  Holz  f  =  i ,  daher 

s  =  t 

d.  h.,  wenn  die  Höhe  gleich  der  halben  Breite  des  Daches  ist,  so  wird  der 
Horizontalschub  des  Sparrens  durch  die  Eeibung  aufgehoben.  In  diesem 
Falle  ist  aber  der  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  45*^. 


Beispiel. 

Ist  die  Breite  des  Daches  6  Meter,  die  Höhe  desselben  3  Meter,  liegen 
die  Sparren  1  Meter  weit  aus  einander  und  ist  das  Dach  einfach  mit  Ziegeln 
gedeckt,  so  können  wir  die  Gesamtbelastung  des  Quadratmeters  Dachfläche  zu 
264  Kilogramm  annehmen.    ~    _ 

Die  Länge  des  Sparrens  ist  l/s^ -|- 3^  =  3  ^2  =  3  .  1,414  =  4,242  Meter 
und  daher  ist  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  4,242  .  1 .  264  =  11 19,8S8  Kilogramm. 

Der  Sparrenschub  ist  nun 

S  =  iQJ^^Ü-il  =1.1119,888  .y2  =  1583,5  Kilogramm, 
s 

Zur  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  haben  wir 
nun  Folgendes : 

Für  die  Zerdrückungsfestigkeit  haben  wir  die  Gleichung 


und  wenn  b  =  f h 


so  wie  b  ==  f  .  5,264  =  3,76  Centimeter. 
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Für  die  Zerknickungsfestigkeit  haben  wir  die  Gleichung 


hb3: 


3.n.S.(t=^  +  s2) 
4.2.E 


und  weil  h  =  lb 


setzen  wir  die  Werte  ein,  so  ist 

4 


-1/5.3  ■n.S.q^-fs'^) 
V  7.4.2.E 
i,  so  ist 

^  

^     1/  5.3.10.1583,5.1800      ^       n  . 
^  =  V       7.4.2.12500-      =  2'^^^  Centimeter 


j_800 
25000 

und  h  =  1 .  2,795  =  3,913  Centimeter. 

Für  die  Biegungsfestigkeit  haben  wir  die  Gleichung 

4k 

und  weil  h  =  ^h. 


setzen  wir  die  Werte  ein 


V  5.4.k 


19,888.300 


=  15,22  Centimeter 


4. 100 

so  wie 

b  =  f .  15,22  =  10,85  Centimeter. 
Man  sieht  aus  diesem  Beispiele,  dafs  die  Biegungsfestigkeit  die  gröfsten 
Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  fordert;  daher  sind  die  Sparren  stets 
auf  Biegungsfestigkeit  zu  berechnen. 

ö.  Das  einfache  Kehlbalkendach. 

Sind  die  Sparren  so  lang,  dafs  sie  noch  einer  Unterstützung  bedürfen, 
und  wird  diese  Unterstützung  durch  einen  Kehlbalken  DE,  Figur  66,  be- 
wirkt, so  erhalten  wir  das  einfache  Kehlbalkendach. 

C 


Fig.  66. 


Bezeichnet  man  die  über  einen  jeden  der  Sparren  A  C  und  B  C  gleich- 
mäfsig  verteilte  Belastung  mit  Q  und  sind  die  Stützpunkte  D  und  E  in  der 
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Mitte  der  Sparren,  so  kommt  auf  jeden  der  Pimkte  D  und  E  der  Vertikal- 
druck tQ  und  auf  jeden  der  Punkte  A  und  C  so  wie  B  und  C  der  Vertikal- 
druck ilQ,  indem  wir  den  Sparren  wie  einen  mit  seinen  beiden  Enden  frei 
aufliegenden  und  in  der  Mitte  unterstützten  Balken  anzusehen  haben.  Hier- 
nach wirkt  im  Punkte  C  überhaupt  der  Vertikaldruck  IQ. 

Den  im  Punkte  C  wirksamen  Vertikaldruck  haben  wir  nach  den  Rich- 
tungen der  Sparren  in  die  gleichen  Componenten  Sj  zu  zerlegen.  Be- 
zeichnen wir  den  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  mit 

«,  so  ist  S  =  _3_  Q 

1       16  sin« 

Wir  können  aber  auch  so  verfahren,  dafs  wir  den  Vertikaldruck  rs  Q, 
den  ein  jeder  Sparren  im  Punkte  C  ausübt,  in  die  Componente  S,  nach 
der  Richtung  des  Sparrens  und  in  eine  horizontale  Componente  Hi  zer- 
legen.   Diese  Zerlegung  giebt 

S  H  =^Qcot« 

und  es  halten  sich  nun  die  beiden  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten 
Componenten  Hi  das  Gleichgewicht,  wähi'end  die  Componente  Si  in  einem 
jeden  Sparren  nach  den  Stützpunkten  A  und  B  sich  fortpflanzt. 

Den  in  den  Stützpunkten  D  und  E  wirksamen  Vertikaldruck  IQ  haben 
wir  in  zwei  Componenten  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  nach  der 
Richtung  des  Kehlbalkens  zu  zerlegen.  Bezeichnen  wir  die  Componente, 
welche  in  die  Richtung  des  Sparrens  hineinfällt,  mit  S^  und  die  Compo- 
nente, welche  in  die  Richtung  des  Kehlbalkens  hineinfällt,  mit  Ho ,  so  ist 

S-,  =  t-^;  Ho  =  IQ  cot« 
sin  a 

Der  gesamte  Sparrenschub 

S,  +  So  =  S 

pflanzt  sich  in  den  Sparren  nach  den  Stützpunkten  A  und  B  fort  und  ist 
hier  in  eine  vertikale  Componente  V  und  in  eine  honzontale  Componente  H 
zu  zerlegen.    Dieses  giebt 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  a 
oder  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

V  =  i%Q  +  IQ  =  lfQ 
H  =  (t%  + 1)  Q  cot  ß  =  HQ  cot  a 
Zu  der  vertikalen  Componente  V  kommt  noch  der  Vertikaldruck  t\  Q, 
den  ein  jeder  Sparren  in  den  Stützpunkten  A  und  B  ausübt,  so  dafs  der 
gesamte  in  einem  jeden  dieser  Stützpunkte  wirksame  Vertikaldruck 

I§Q  +  t^fQ  =  Q 

ist.  Das  ist  aber  das  ganze  Gewicht  eines  Sparrens  und  seiner  Belastung; 
und  es  geht  hieraus  hervor,  dafs  die  ganze  Belastung  des  Dachbundes  auf 
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die  Auflagerpunkte  A  und  B  übertragen  wird.   Die  Summe  der  Auf lager- 
reaktionen  ist  daher  gleich  der  Summe  der  vertikal  abwärts  wirkenden 
Lasten,  so  dafs  die  vertikalen  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind. 
Ferner  ist 

H  =  H,  +  H2 

und  es  ist  daher  der  Horizontaldruck,  den  der  Sparren  in  seinem  Stütz- 
punkte ausübt,  gleich  und  entgegengesetzt  der  Summe  der  Horizontaldrucke, 
welche  er  gegen  den  Kehlbalken  und  im  Punkte  C  gegen  den  andern 
Sparren  ausübt.  Die  Horizontalkräfte  sind  mithin  ebenfalls  im  Gleich- 
gewichte. 

Bezeichnet  man  die  Kesultante  aus  allen  an  einem  jeden  der  Auf- 
lagerpunkte A  und  B  wirksamen  Kräften  mit  U,  so  ist 

und  bezeichnet  man  den  Winkel,  den  diese  Kesultante  mit  dem  Horizonte 
macht,  mit  ip,  so  ist 

tan  (p  = 

oder  wenn  man  für  H  seinen  Wert  setzt, 

Bezeichnet  man  die  Tiefe  oder  Breite  des  Daches  mit  2 1  und  seine 
Höhe  mit  s,  so  ist  die  Länge  eines  Sparrens 

yt^ + s"^ 

femer  ist 

s 

sm  a 


cos  a 


t 


tan  «  ==  Y 

cot «  =  — 
s 


Bezeichnet  man  ferner  mit  p  das  Gewicht,  welches  die  Quadratein- 
heit Dachfläche,  einschliefslich  des  Gewichtes  des  Sparrens,  zu  tragen  hat, 
und  mit  a  den  Abstand  der  Sparren  von  Mitte  zu  Mitte,  so  ist 


Es  ist  nun  weiter 


=  pal/t' + 


T  6  (4   ^  


Wenck,  Baumechanik.  11 
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ü  = 


^        13t  t 
Hiernach  läfst  sich  die  Eichtung  der  Eesultante  construieren.  Teilt 
man  die  Höhe  FC  in  13  gleiche  Teile  und  macht  CGr  =  T3FC,  so  ist 
F  G  ==  T5  F  C.    Legt  man  nun  durch  G  und  A  eine  Gerade ,  so  ist  diese 
die  Richtung  der  Eesultante;  denn  es  ist 

und  daher  ist  der  Winkel  GAF  gleich  dem  Winkel  (f. 

Eücksichtlich  der  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  der  Con- 
structionsteile  ist  zu  bemerken,  dafs  auf  einen  jeden  Sparren  die  vertikal 
abwärts  wirkende  Last  Q  kommt.  Diese  ist  nach  der  Eichtujig  des  Sparrens 
und  senki'echt  darauf  zu  zerlegen,  und  die  letztere  Componente  nimmt  die 
Biegungsfestigkeit  des  Sparrens  in  Anspruch,  wobei  zu  berücksichtigen  ist, 
dafs  der  Sparren  wie  ein  mit  seinen  beiden  Enden  frei  aufliegender  und 
in  seiner  Mtte  unterstützter  Balken  anzusehen  ist. 

Die  auf  dem  Sparren  senkrecht  stehende  Componente  ist 

t 


Q  cos  «  ==  Q 


y  t2  +  s2 


und  die  Länge  des  Sparrens  is  "j/t*  -f-  s"%  daher  die  Gleichung  für  die 
Tragkraft 

^.Q.— ^  .  -[/tH^  — 

woraus  für  die  Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  folgt 

bh^  =  il-^ 

Der  Kehlbalken  hat  dem  in  der  Eichtung  seiner  Axe  wirkenden  Drucke 
Ho  mit  Dmckfestigkeit  zu  widerstehen,  und  endlich  nimmt  noch  der  Hori- 
zontalschub H  die  Verschiebungsfestigkeit  des  Balkens  in  Anspruch. 


Beispiel. 

Ist  die  Breite  des  Daches  9  Meter,  die  Höhe  desselben  3  Meter,  hegen 
die  Sparren  1  Meter  weit  aus  einander  und  ist  das  Dach  einfach  mit  Ziegeln 
gedeckt,  so  haben  wir  die  Gesamtbelastung  für  das  Quadratmeter  Dachfläche 
zu  233  Kilogramm  anzunehmen. 
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Die  Länge  des  Sparrens  ist 


y4,52-f-32  =5,4  Meter 
und  daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  5,4  . 1 .  233  =  1258,2  Kilogramm. 
Der  Horizontaldruck  im  Kehlbalken  ist 

5Q .  —  =  5 .  1258,2.^  =  1179,56  Kilogramm. 

S  o 

Zur  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  haben  wir 
die  Gleichung 

und  ist  b  =  f  h,  so  ist 


^     V  5.16.k 


Setzen  wir  die  Werte  ein,  so  wird 

3   


3  .  1258,2.450  ,  n  i. 

=  11,4  Centimeter 


5.16.100 

und 

b  =  f .  11,4  =  8,15  Centimeter. 
Zur  Bestimmung  des  Kehlbalkens  haben  wir  in  Beziehung  auf  die  Zer- 
drückungsfestigkeit  die  Gleichung 

1179,56 


80 


1179,56  ,.  ^ 

=  3,84  Centimeter 


80 

und  in  Beziehung  auf  die  Zerknickungsfestigkeit  die  Gleichung 


E 

nun  ist  n  =  10;  P=  1179,56;  1  =  450;  E=  125000,  daher 


,      7/  12.n.I 


-V- 


12.10.1 179,56  .  450  .450      n  o  n  ^ 

-  =  9,2  Centimeter. 


16.2. 125000 


c.  Der  einfache  stehende  Kehlbalkendachstuhl. 

Aus  dem  einfachen  Kehlbalkendache  geht  der  einfache  stehende  Kehl- 
balkendachstuhl, Figur  67,  hervor,  wenn  die  Kehlbalken  in  der  Mitte  einen 
Unterzug  erhalten,  welcher  In  gewissen  Abständen  durch  sogenannte,  auf 
den  Dachbalken  stehende  Stuhlsäulen  unterstützt  wird. 

Bezeichnet  wieder  Q  die  über  einen  jeden  der  Sparren  A  C  und  B  C 
gleichmäfsig  verteilte  Belastung  und  sind  die  Sparren  in  ihrer  Mitte  unter- 
stützt, so  kommt  auf  den  Stützpunkt  D  oder  E  der  Vertikaldruck  f  Q  und 
auf  jeden  der  Punkte  A  und  C  oder  B  und  C  der  Vertikaldruck  AQ,  so 
dafs  im  Punkte  C  überhaupt  die  Last  IQ  vertikal  abwärts  wirkt. 

Den  in  C  vorhandenen  Vertikaldruck  haben  wir  nach  den  Eichtungen 
der  Sparren  in  die  gleichen  Componenten  Sj  oder  wir  haben  den  von  jedem 

11* 
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Sparren  ausgeübten  Druck  in  eine  Componente  Sj  nach  der  Richtung  des 
Sparrens  und  in  eine  horizontale  Componente  H,  zu  zerlegen.  Es  ist  dann 


Fig.  67. 


Den  im  Mittelpunkte  des  Sparrens  D  oder  E  wirksamen  Vertikal- 
druck IQ  haben  wir  in  die  Componenten  S^  und  M  zu  zerlegen,  so  dafs 
S2  in  die  Eichtung  des  Sparrens  hineinfällt,  M  aber  auf  der  Eichtung  des 
Sparrens  senkrecht  steht.    Es  ist  dann 

S2  =  tQsinß;  M  =  |Qcos« 
Die  Componente  M  ist  dann  weiter  in  die  Componenten  Ho  und  N 
zu  zerlegen,  so  dafs  Ho  in  die  Richtung  des  Kehlbalkens  hineinfällt,  N 
aber  auf  dem  Kehlbalken  senkrecht  steht.    Es  ist  dann 

N  =  M  cos  « ;  H2  =  M  sin  a 
und  wenn  man  für  M  seinen  Weii;  setzt 
N  =  f  Q  cosVi 

H2  =  t  Q  sin  a  cos  «  =  il  Q  sin  2  a 
Der  gesamte  Sparrenschub 

S,  +  S2  ==  S 

pflanzt  sich  in  einem  jeden  Sparren  nach  dem  Stützpunkte  A  oder  B  fort 
und  ist  hier  in  eine  vertikale  Componente  V  und  in  eine  horizontale  Com- 
ponente H  zu  zerlegen.    Dieses  giebt 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  « 
so  wie,  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt 
y  =  TlQ  +  IQsin^« 
H  =  TsQ  cot  «  -h  IQ  sin  a  cos  a 
=  tI  Q  cot  «  -f-  1%  Q  sin^« 
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und  es  geht  hieraus  hervor,  dafs 

H  =  H,  + 

ist,  dafs  also  die  horizontale  Kraft  im  Stützpunkte  A  oder  B  des  Sparrens 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  der  Summe  der  horizontalen  Kräfte,  welche 
der  Sparren  gegen  den  Kehlbalken  und  gegen  den  andern  SpaiTen  im 
Punkte  C  ausübt,  so  dafs  sämtliche  Horizontalkräfte  sich  das  Gleichgewicht 
halten. 

Zu  dem  Vertikaldrucke  V  kommt  noch  in  einem  jeden  der  Stützpunkte 
A  und  B  der  Vertikaldruck  -reQ,  so  dafs  der  gesamte  Vertikaldruck  in 
einem  jeden  dieser  Stützpunkte 

ilQ  +  lQsinVi  +  TlQ 
=  lQ  +  fQsinV 
ist.    Den  Vertikaldruck  |  q  (.Qg?^ 

welcher  von  einem  jeden  Sparren  gegen  den  Kehlbalken  ausgeübt  wird, 
hat  die  Stuhlsäule  aufzunehmen,  so  dafs  die  Stuhlsäule  überhaupt  den 
Vertikaldruck  2N  =  2.fQcos^« 

aufzunehmen  und  auf  ihren  Stützpunkt  G  fortzupflanzen  hat. 

In  einem  jeden  der  Punkte  A  und  B  haben  wir  den  Vertikaldruck 
iQ-l-fQsin'^« 
und  in  dem  Punkte  G  haben  wir  den  Vertikaldruck 

^  Q  cosV 

es  ist  daher  der  ganze  in  den  drei  Punkten  A,  B  und  G  vorhandene 
Vertikaldruck  =lQ-^if.Q  sin'a  +  ^ Q coshc 

=  2Q 

so  dafs  das  ganze  von  dem  Gebinde  aufzunehmende  Gewicht  auf  die  drei 
Punkte  A,  B  und  G  übertragen  wird  und  die  in  diesen  Punkten  entstehenden 
Auf  lagerreaktionen  gleich  und  entgegengesetzt  sind  sämtlichen  vertikal  ab- 
wärts wirkenden  Kräften,  die  Vertikalkräfte  sich  mithin  das  Gleichgewicht 
halten. 

Bezeichnet  man  die  Resultante  aus  Vj  und  H  mit  TJ,  so  ist 

u  =  yv7TH^ 

und  es  ist  dieses  die  Eesultante  aus  allen  in  einem  jeden  der  Stützpunkte 
A  und  B  wirkenden  Kräften. 

Wird  endlich  der  Winkel,  den  diese  Resultante  mit  dem  Horizonte 
macht,  mit  ^  bezeichnet,  so  ist 

tan  ^  = 

Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  dafs  der  unter  den  Kehlbalken  liegende 
Unterzug  in  gewissen  Abständen  durch  Stuhlsäulen  unterstützt  wird,  so 
dafs  also  nicht  ein  jedes  Gebinde  eine  Stuhlsäule  hat.    Solche  Gebinde, 
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in  denen  eine  Stuhlsäule  vorkommt,  werden  Hauptgebinde  oder  Binder 
genannt,  während  man  diejenigen  Gebinde,  welche  keine  Stuhlsäule  besitzen, 
als  Zwischengebinde  oder  Leergebinde  bezeichnet. 

Der  Yertikaldruck  2N  wird  in  einem  jeden  Leergebinde  von  dem 
Unterzuge  aufgenommen  und  durch  diesen  auf  die  Stuhlsäulen  übertragen. 
Kommen  daher  auf  jede  Stuhlsäule  n  Gebinde,  so  ist 

2nN  =  YnQcosV 
der  Vertikaldruck,  den  eine  jede  Stuhlsäule  aufzunehmen  hat. 

Bezeichnet  man  die  Tiefe  des  Daches  mit  2 1  und  seine  Höhe  mit  s, 
so  ist  die  Länge  des  Sparrens  ,  

Drückt  man  nun  die  trigonometrischen  Funktionen  durch  diese  Linien 
aus,  so  ist  sin«=  ,  ^  : 

>/t2  +  s2 

COS  a 


H,  =  tIQ 
S,  =  t  Q 

M=  f  Q 
N=  §Q 
H,  =  t  Q 


yt2-|-s^ 
t 


t 

j/t^  +  s^ 
st 


t2  +  s2 

Die  Dimensionen  des  Sparrens  sind  wie  im  vorhergehenden  Falle  zu 
berechnen.  Der  Kehlbalken  hat  dem  Yertikaldi'ucke  N  durch  seine  Biegungs- 
festigkeit Widerstand  zu  leisten.  Da  er  nun  in  der  Mitte  festgehalten  wird 
und  die  Kraft  N  an  dem  gleichsam  freien  Ende  D  oder  E  wirkt,  die  Länge 
D  F  aber  gleich  2 1  ist,  so  haben  wir,  wenn  b  die  Breite  und  h  die  Höhe 
des  Kehlbalkens  bezeichnet,  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

V  1+      1  bh2 

.  It  =  k  -g— 

und  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Querschnittes 

bh^  =  — i — 
k 

Wenn  zwischen  zwei  Bindern  n  —  1  Leergebinde  liegen,  so  ist  die 
Länge  des  ünterzuges  zwischen  je  zwei  Bindern  na,  wenn  a  den  Abstand 
der  Kehlbalken  bezeichnet,  und  die  Last,  welche  der  Unterzug  auf  diese 
Länge  zu  tragen  hat,  (n  —  1)  2N 
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Da  nun  ein  jeder  solcher  Teil  des  Unterzuges  mit  seinen  beiden  Enden 

fest  liegt  und  die  Last  als  gleichmäl'sig  über  ihn  verteilt  angesehen  werden 

kann,  so  ist,  wenn  b  seine  Breite  und  h  seine  Höhe  bezeichnet,  seine 

Tragkraft  2k  — 

na 

und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  seiner  Qaerschnittsdimensionen 

bh2 

2.k.— ==(n— 1)2N 
na        ^  ^ 

daher  bh^  =  — 

k 

Die  Stuhlsäule  endlich  hat  dem  vertikalen  Drucke  2nN  mit  Druck- 
festigkeit zu  widerstehen. 

Beispiel. 

Ist  die  Breite  des  Daches  10  Meter,  die  Höhe  desselben  3  Meter,  liegen 
die  Sparren  1  Meter  weit  aus  einander  und  zwischen  je  2  Bindern  3  Leergebinde, 
ist  das  Dach  mit  Schiefer  gedeckt,  so  können  wir  die  Gesamtbelastung  des 
Quadratmeters  Dachfläche  zu  208  Kilogramm  annehmen. 

Die  Länge  des  Sparrens  ist   

]/52  -f  32  =  }/Ü=  5,83  Meter 
und  daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  5,83  . 1  .  208  =  1212,64  Kilogramm. 
Der  am  Ende  des  Kehlbalkens  wirkende  Vertikaldruck  ist 

N  =  IQ  .  ^2^32  =  I  •  1212,64  H  =  557,24  Kilogramm. 

Der  Druck,  den  ein  jeder  Kehlbalken  auf  den  Unterzug  ausübt,  ist  daher 
2  .  557,24  =  11 14,48  Kilogramm 
und  der  Druck,  den  die  Stuhl säule  aufzunehmen  hat,  ist 
4.11 14,48  =  4457,92  Kilogramm. 
Für  die  Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  haben  wir  die  Gleichung 

und  für  b  =  fh   

.3.Q.t 
5  .  16  .k 

so  wie  nach  Einsetzung  der  Werte 


3  .  1212,64.500       ,,aon    4.-  4. 

=  11,68  Centimeter 


5  .  16  . 100 
und  b  =  1 . 11,68  =  8,34  Centimeter. 

Für  den  Kehlbalken  haben  wir  die  Gleichung 

k 

und  für  b  =  #h  3 


-V- 


7.3.N.t 


5.k 

so  wie,  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 


5.100 

und  b  =  1 .  22,7  =  16,2  Centimeter. 


557,24.  500__ 22,7  Centimeter 
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Für  den  Unterzug  haben  wir  die  Gleichung 
^j^2__an(n-l)N 


und  für  b  =  4h 


nun  ist  a  =  100;  n  =  4,  daher 

3   


k 


7  .an(n  —  1)N 


5.k 


,      1  /7.400.3.557,24  n  * 

h  =  1/  ^  ' —  =  21 ,07  Centimeter 

f  5  . 100 

und  b  =  ^  .  21,07  =  15,05  Centimeter. 

Hat  die  Stuhlsäule  einen  quadratischen  Querschnitt,  dessen  Seite  b  ist, 

so  haben  wir  in  Beziehung  auf  das  Zerdrücken  die  Gleichung 

k,b2  =  4457,92 

und  hieraus 


b  =  =  7,465  Centimeter. 

f  80 


(I.  De?^  doppelte  stehende  Kehlbalkendachstuhl . 

Werden  die  Kehlbalken  durch  zwei  ünterzüge  und  diese  in  den  Bindern 
durch  zwei  Stuhlsäulen  unterstützt,  so  entsteht  der  doppelte  stehende  Kehl- 
balkendachstuhl, Figur  68. 


Fig.  68. 

Die  Wirkungen  der  Kräfte  sind  im  Wesentlichen  wie  bei  dem  ein- 
einfachen stehenden  Kehlbalkendachstuhl. 

Bezeichnet  Q  die  über  den  Sparren  gleichmäfsig  verteilte  Belastung 
und  ist  der  Sparren  durch  den  Kehlbalken  in  seiner  Mitte  gestützt,  so 
kommt  auf  den  Mittelpunkt  D  der  vertikale  Druck  IQ  und  auf  jeden  der 
Endpunkte  A  und  C  der  vertikale  Druck  tsQ,  so  dafs  im  Punkte  C  über- 
haupt der  vertikale  Druck  fQ  wirkt. 
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Die  Zerlegung  dieses  Druckes  nach  den  beiden  Sparren  und  in  hori- 
zontaler Eichtung  in  die  Componenten  Sj  und  Hj  giebt 

=  T%  S-  ;  H,  =  tIQ  cot  a 
^  sma  '  * 

Der  Vertikaldruck  im  Punkte  D  wird  in  die  Componenten  und  M 
zerlegt,  so  dafs  in  die  Richtung  des  Sparrens  hineinfällt,  M  aber  auf 
der  Eichtung  des  Sparrens  senkrecht  steht.  Es  ist  dann 
=  IQ  sin  a;  M  =  f  Q  cos  a 
Die  Componente  M  ist  weiter  in  die  Componenten  H2  und  N  zu  zer- 
legen, so  dafs  Ho  in  die  Eichtung  des  Kehlbalkens  hineinfällt,  N  aber  auf 
dem  Kehlbalken  senkrecht  steht.    Es  ist  dann 

H2  =  M  sin  « ;  N  =  M  cos  « 
und  wenn  man  für  M  seinen  Wert  setzt 

H2  ==  I Q,  sin  a  cos  a 
N  =  f  Q  cosV 
Der  gesamte  Sparrenschub 

Sj  +  S,  =  S 

pflanzt  sich  in  dem  Sparren  nach  dem  Stützpunkte  A  fort  und  wird  hier 
in  eine  vertikale  Componente  V  und  eine  horizontale  Componente  H  zer- 
legt;  und  es  ist         y  _  g         h  =  S  cos  a 
SO  wie,  wenn  für  S  sein  Wert  gesetzt  wird 
V  =  TlQ  +  lQsinV 
H  =  Tü  Q  cot  a  +  f  Q  sin  a  cos  a 
Zu  dem  Vertikaldrucke  V  kommt  noch  tIQ,  so  dafs,  wenn  wir  den 
gesamten  Vertikaldruck  in  A  oder  B  mit  Vj  bezeichnen, 
V,  =    Q  +  IQ  sin^«  +  ilQ 
=  iQ  +  IQsinV 
Von  einer  jeden  Stuhlsäule  wird  der  Vertikaldruck  N  aufgenommen 
und  nach  ihrem  Stützpunkte  G-  oder  H  fortgepflanzt. 

Der  gesamte  Vertikaldruck  in  den  Punkten  A,  B,  G  und  H  ist  daher 
2(iQ  +  tQsin2«  +  IQcos^ß) 
==  2Q 

so  dafs  das  ganze  von  dem  Gebinde  aufzunehmende  Gewicht  auf  die  vier 
Punkte  A,  B,  G  und  H  übertragen  wird.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dafs 
sowol  die  Horizontalkräfte  als  auch  die  Vertikalkräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten. 

Die  Eesultante  in  den  Punkten  A  und  B  und  der  Winkel,  den  sie 
mit  dem  Horizonte  macht,  werden  wie  früher  bestimmt. 

In  einem  jeden  Leergebinde  wird  der  Druck  N  von  dem  Unterzuge 
aufgenommen  und  durch  diesen  auf  die  betreffende  Stuhlsäule  übertragen, 
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so  dafs,  wenn  zwischen  je  zwei  Bindern  n —  1  Leergebinde  liegen,  der 
Druck  auf  jede  Stuhlsäule  nN  ist. 

Die  Länge  des  ünterzuges  zwischen  zwei  Bindern  ist  na  und  die 
Last,  welche  der  Unterzug  auf  diese  Länge  zu  tragen  hat,  ist 

(n  —  1)N 

Bezeichnet  man  die  Tiefe  des  Daches  mit  2  t  und  die  Höhe  mit  s, 
so  ist  +  s^  die  Länge  des  Sparrens  und  es  können  die  trigono- 
metrischen Funktionen  durch  diese  Längen  ausgedrückt  werden. 

Die  Dimensionen  der  Construction steile  werden  ebenso  wie  bei  dem 
einfachen  stehenden  Kehlbalkendachstuhle  berechnet. 

Es  ist  hierbei  nur  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Im  Allgemeinen 
ist  es  stets  zweckmäfsig,  wenn  die  Stuhlsäulen  so  nahe  als  möglich  an 
das  Ende  des  Kehlbalkens  gesetzt  werden.  Da  aber  der  Kehlbalken  nicht 
zu  weit  frei  liegen  darf,  so  hängt  die  Stellung  der  Stuhlsäulen  auch  von 
der  Länge  des  Kehlbalkens  ab.  Kennt  man  die  Dimensionen  des  Kehl- 
balkens, so  kann  man  berechnen,  wie  grofs  die  Entfernung  der  Stuhlsäule 
vom  Ende  des  Kehlbalkens  sein  darf,  oder,  wenn  diese  Entfernung  ge- 
geben ist,  welche  Dimensionen  der  Kehlbalken  haben  mufs. 

Bezeichnet  man  den  fraglichen  Abstand  mit  e,  so  hat  man  für  die 
hier  in  Frage  kommenden  Beziehungen  die  Gleichung 

AT       1  bh2 

und  hieraus 

e  =  hk 

oder 

bh^ 


bh^ 
N 
6eN 


kC 

\ 

!  / 

H  B 

Fig.  69. 

Ist  der  Kehlbalken  in  den  Sparren  nicht  nur  eingezapft,  sondern  ist 
er  fest  damit  verbunden,  so  gestaltet  sich  die  Zerlegung  der  Kräfte  anders. 
Figur  69. 
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Der  von  dem  Punkte  C  ausgehende  Strebenschub 


wird  von  dem  festen  Punkte  D  aufgenommen  und  zerlegt  sich  hier  in  eine 
horizontale  Componente  H  und  in  eine  vertikale  Componente  P,  und  es  ist 

H  =  Sj  cos  « ;  P  =  S,  sin  a 
und  wenn  man  für  S,  seinen  Wert  setzt 

H  =  rlQcot«;  P  ==  tIQ 
Der  horizontalen  Componente  H  hat  der  feste  Punkt  Widerstand 
I  zu  leisten ;  die  vertikale  Componente  P  aber  vereinigt  sich  mit  dem  im 
Punkte  D  schon  vorhandenen  Vertikaldrucke  IQ,  so  dafs  nun  im  Punkte 
D  der  Vertikaldruck 

tQ  +  TlQ  =  lfQ 

vorhanden  ist. 

Nach  dem  Punkte  A  pflanzt  sich  kein  Sparrenschub  fort,  so  dafs  hier 
keine  Horizontalkraft  entsteht  und  nur  der  Vertikaldruck  tüQ  vorhanden  ist. 

Der  im  Punkte  D  vorhandene  Vertikaldruck  ii  Q  nimmt  die  Biegungs- 
estigkeit  des  Kehlbalkens  zwischen  dem  Sparren  und  der  Stuhlsäule  in 
Anspruch,  er  wird  von  der  Stuhlsäule  aufgenommen  und  nach  dem  Fufs- 
punkte  derselben  fortgeleitet. 

Da  nun  der  Vertikaldruck  in  dem  Fufspunkte  einer  jeden  Stuhlsäule 
tIQ  und  in  dem  Fufspunkte  eines  jeden  Sparrens  ilQ  beträgt,  so  ist  der 
gesamte  Vertikaldruck  in  diesen  vier  Punkten  zusammen  gleich  2  Q,  wie 
es  sein  mufs,  und  es  sind  sowol  die  horizontalen  als  auch  die  vertikalen 
Kräfte  im  Gleichgewichte. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  aber,  dafs,  wenn  der  Kehlbalken 
mit  dem  Sparren  fest  verbunden  ist,  im  Fufspunkte  des  Sparrens  kein 
Horizontalschub  entsteht  und  keine  Kraft  vorhanden  ist,  welche  den  Kehl- 
balken zusammenzudrücken  strebt. 


Beispiel. 

Die  Breite  des  Daches  sei  12  Meter,  die  Höhe  desselben  4  Meter,  die 
Sparren  liegen  1  Meter  weit  aus  einander  und  zwischen  je  2  Bindern  befinden 
sich  3  Leergebinde.   Das  Dach  sei  mit  Schiefer  gedeckt  und  die  Gesamtbe- 
lastung für  das  Quadratmeter  sei  208  Kilogramm. 
Die  Länge  des  Sparrens  ist 

1/62+  42  =  |/52"=  7,2 11  Meter 
und  daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  7,211  . 1 .  208  =  1500  Kilogramm. 
Der  am  Ende  des  Kehlbalkens  wirkende  Vertikaldruck  ist 

N  =  -^Q =  f  .  1 500  .  -^^^  =  649  Kilogramm. 
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Dieses  ist  auch  der  Druck,  den  ein  jeder  Kehlbalken  auf  einen  Unterzug 
ausübt.   Der  Druck  auf  eine  Stuhlsäule  ist  daher 
4  .  649  =  2596  Kilogramm. 
Für  die  Querschnittsdimensionen  des  Sparrens  haben  wir  die  Gleichung 

bh^=-^i 

16k 

und  für  b  =  ^h  ist  3 

-,/7.3.Q.t 
V  5.16.k 

so  wie,  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 

3 


,      1/  7.3.1500.600  ,oooTr-i 

^  =  V      5.16.100     =  ^^'^2  Kilogramm 

und  b  =  f  .  13,32  =  9,51  Kilogramm. 

Zur  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  des  Kehlbalkens  haben  wir 

die  Gleichung 

k 

und  für  b  =  f  h 


Setzen  wir  die  Werte  ein,  so  wird 


3  _ 

Ist  nun  e  =  27,  so  ist  |/e  =  3  und  folglich 

h  =  3,79  .  3  =  11,37  Centimeter 

und  sodann 

b  =  1 . 1 1,37  =  8,12  Centimeter. 
Für  den  ünterzug  haben  wir  die  Gleichung 
bh^^  an(n-l)N 
2  k 

und  für  b  =  fh  3 


^  _-|/7Tän.(n  — 1)N 
^"K  5.27k^ 


Setzen  wir  die  Werte  ein,  so  wird 

3 


-V- 


7.400.3.649       ..^^  . 

=  17,6  Centimeter 


5.2.100 

und  sodann  ^  _  ^ .  17,6  =  12,5  Centimeter. 

Hat  die  Stuhlsäule  einen  quadratischen  Querschnitt,  so  haben  wir  in  Be- 
ziehung auf  das  Zerdrücken  die  Gleichung 

b2  =  -?596_ 
80 


b  =  T/  ^11^  =  5,697  Centimeter. 
f  80 


e.  Der  liegende  Kehlbalkendachsluhl. 

Bei  diesem  Dachstuhle,  Figur  70,  liegen  die  unter  den  Kehlbalken 
angebrachten  ünterzüge  dicht  an  den  Sparren  an,  die  Stuhlsäulen  sind 
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mit  den  Sparren  parallel,  oben  sind  sie  durch  einen  dicht  unter  dem  Kehl- 
balken liegenden  Spannriegel  verbunden,  und  unten  sind  sie  auf  eine  mit 
dem  IJnterzuge  parallele  Stuhlschwelle  aufgesetzt;  endlich  sind  noch  zwischen 
einer  jeden  Stuhlsäule  und  dem  Spannriegel  Kopfbänder  angebracht. 


Fig.  "0. 


Die  Wirkung  der  Kräfte  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise : 
Bezeichnet  Q  die  über  einen  Sparren  gleichmäfsig  verteilte  Belastung 
und  befindet  sich  der  Kehlbalken  in  der  Mitte  des  Sparrens,  so  kommt 
auf  den  Punkt  D  der  vertikale  Druck  f  Q  und  auf  einen  jeden  der  Punkte 
A  und  C  der  vertikale  Druck  tfQ,  so  dafs  im  Punkte  C  überhaupt  der 
vertikale  Druck  iQ  wirkt. 

Der  Druck  in  C  ist  nach  den  Richtungen  der  beiden  Sparren  in  die 
gleichen  Componenten  Sj  und  nach  horizontaler  Eichtung  in  die  gleichen 
Componenten  'K^  zu  zerlegen,  und  es  ist,  wenn  a  den  Winkel  bezeichnet, 
den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht, 

S,  =  tI-3-;       =  TlQcot« 
1  sm «  '     ^  ^ 

Der  vertikale  Druck  in  D  ist  zunächst  in  zwei  Componenten  So  und 

M  zu  zerlegen,  so  dafs  S2  in  die  Eichtung  des  Sparrens  hineinfällt,  M 

aber  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrecht  steht.    Es  ist  dann 

S2  =  IQ  sin  a ;  M  =  f  Q  cos  « 

Die  Componente  M  ist  hierauf  weiter  in  die  Componenten  H2  und  N 

zu  zerlegen,  so  dafs  H2  in  die  Eichtung  des  Kehlbalkens  oder  Spannriegels 

und  N  in  die  Eichtung  der  Stuhlsäule  hineinfällt.    Es  ist  dann 

M 

Ho  =  — — ;  N  =  M  cot  « 
sina 

und  wenn  man  für  M  seinen  Wert  setzt 

Ho  =  I Q  cot  cc;  N  =  I Q  cos  «  cot  « 
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Der  gesamte  Sparrenschub 

s,  4-  So  =  s 

pflanzt  sich  in  dem  Sparren  nach  dem  Stützpunkte  A  fort  und  wird  hier 
in  eine  vertikale  Componente  Y  und  in  eine  horizontale  Componente  H 
zerlegt,  und  es  ist 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  a 
und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt 
V  =  TlQ  +  ^Qsin*^« 
H  =  tI  Q  cot  «  -h  f  Q  sin  «  cos  « 
Zu  dem  Yertikaldrucke  V  kommt  noch  der  Vertikaldruck  ÄQ,  und 
es  ist  mithin  der  gesamte  Vertikaldruck  im  Stützpunkte  A  des  Sparrens 

V,  =  fQ-|-tQsin2« 
Der  Druck  X  pflanzt  sich  in  der  Stuhlsäule  nach  dem  Fufspunkte 
derselben  fort  und  wird  hier  in  eine  horizontale  Componente  H'  und  eine 
vertikale  Componente  V  zerlegt,  und  es  ist 

V'  =  N  sin  ß ;      =  N  cos  « 
oder  wenn  der  Wert  von  N  eingeführt  wird 

V'=|Qcos'^« 

^  sm  a 

daher  ist  der  Vertikaldruck,  welcher  auf  jeder  Seite  des  Daches  durch  den 
Span-en  und  die  Stuhlsäule  ausgeübt  wird, 

^2  =  « Q  +  tQ  sm\c  -}-  IQ  cos\i 
=  Q 

also  gleich  der  gesamten  Belastung  des  Sparrens. 

Ferner  ist  der  Horizontalschub,  welcher  auf  jeder  Seite  des  Daches 
durch  den  Sparren  und  die  Stuhlsäule  ausgeübt  wird, 

cos^« 

H,  =  tI  Q  cot  «  +  f  Q  sin  a  cos  «  +  §  Q  —  

1  ^  I     ^  '     ^  sm  a 

=  Ii  Q  cot  « 

Es  sind  daher  sowol  die  Horizontalkräfte  als  die  Vertikalkräfte  im 
Gleichgewichte. 

In  einem  jeden  Leergebinde  ist  der  Druck  Ho  von  dem  Kehlbalken 
aufzunehmen,  während  der  Druck  N  von  dem  ünterzuge  aufgenommen  und 
auf  die  betreffende  Stuhlsäule  übertragen  wird.  Sind  daher  zwischen  je 
zwei  Bindern  n  —  1  Leergebinde,  so  ist  der  Druck  auf  jede  Stuhlsäule  nN. 

Wird  die  Tiefe  des  Daches  mit  2 1  und  seine  Höhe  mit  s  bezeichnet, 
so  ist  die  Länge  des  Sparrens  f/t^  -f-  s'  und  es  können  die  trigonome- 
trischen Funktionen  durch  diese  Linien  ausgedrückt  werden. 

Die  Dimensionen  der  Sparren  sind  wie  früher  zu  berechnen.  Der 
Kehlbalken  hat  der  Kraft  Ho  mit  Druckfestigkeit  zu  widerstehen.  Der 
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Unterzug  hat  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten  und 
zwischen  je  zwei  Bindern  die  Last  (n —  1)N  zu  tragen.  Die  Stuhlsäule 
hat  dem  Drucke  nN  mit  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

/.  Das  einfüche  Pfeitendach. 

Bei  den  Pfettendächern  werden  die  Sparren  durch  Unterzüge,  soge- 
nannte Dachpfetten,  gestützt,  welche  nach  der  Längenrichtung  des  Daches 
angebracht  sind  und  in  den  Bindern  unterstützt  werden. 


Fig.  71. 


Der  Binder  des  einfachen  Pfettendaches,  Figur  71,  besteht  aus  den 
Hauptsparren  AA^  und  BBj,  welche  die  Firstpfette  C  tragen.  Auf  dieser 
Firstpfette  und  den  Sparrenschwellen  D  und  D,  haben  die  Sparren  ihr 
Auflager. 

Was  hier  zunächst  die  Wirkung  und  Verteilung  der  Kräfte  anlangt, 
so  haben  wir  Folgendes: 

Bezeichnet  Q  die  gleichmäfsige  Belastung  eines  Sparrens,  und  nehmen 
wir  an,  die  Sparren  liegen  in  ihren  Stützpunkten  frei  auf,  so  wirkt  in 
einem  jeden  dieser  Stützpunkte  der  Druck       vertikal  abwärts. 

An  der  Firstpfette  haben  wir  diesen  Vertikaldruck  in  zwei  Compo- 
nenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  S,  in  die  Eichtung  des  Sparrens 
hineinfällt,  die  andere  M  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrecht  steht, 
da  die  Auflagerebene  der  Pfette  mit  dem  Sparren  gleiche  Eichtung  hat. 
Ist  a  der  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  so  ist 
S,  =  2  Q  sin  « ;  M  =  I Q  cos  « 

Die  Componente  S^  pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  des  Sparrens 
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fort  und  ist  hier  in  die  vertikale  Componente  V,  und  in  die  horizontale 
Componente  H,  zu  zerlegen.    Dieses  giebt 

Vi  =  Sj  sin  «;  Hj  =  S,  cos  a 
und  wenn  man  für  S,  seinen  Wert  setzt, 

=  5  Q  sin'^« 
H,  ==  5  Q  sin  «  cos  a 
Die  Componente  M  wird  von  der  Pfette  aufgenommen  und  ist  hier 
weiter  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  horizontal, 
die  andere  vertikal  gerichtet  ist.    Bezeichnen  wir  die  horizontale  Compo- 
nente mit  Ho  und  die  vertikale  Componente  mit  Vo,  so  ist 

V2  =  M  cos  « ;  H2  =  M  sin  a 
und  wenn  für  M  der  Wert  gesetzt  wird, 

Vo  =  ^  Q  cos^« 
H2  ==  5  Q  sin  a  cos  a 
Die  horizontale  Componente  an  der  Firstpfette  ist  hiernach  gleich  und 
entgegengesetzt  der  horizontalen  Componente  am  Fufspunkte  des  Sparrens. 

Die  aus  beiden  Sparren  sich  ergebenden  horizontalen  Componenten 
an  der  Firstpfette  halten  sich  das  Gleichgewicht,  während  die  beiden  ver- 
tikalen Componenten  von  der  Firstpfette  aufgenommen  werden,  so  dafs  die 
Firstpfette  den  Vertikaldruck 

Q  cos'-^cc 

auf  ihre  Unterstützung,  also  auf  die  beiden  HauptspaiTen,  ausübt. 

Dieser  Vertikaldruck  ist  nach  den  Kichtungen  der  beiden  Hauptsparren 
in  die  gleichen  Componenten  S  und  in  horizontaler  Kichtung  in  die  beiden 
Componenten  H'  zu  zerlegen,  und  es  ist 


sin  a  am  a 

Im  Fufspunkte  des  Hauptsparrens  ist  der  Druck  S  in  eine  vertikale 
Componente  V  und  in  eine  horizontale  Componente  H'^  zu  zerlegen,  und 
es  ist 

V'  =  Ssin«;  H'' =  S  cos  « 
und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

Y  =  ^Qcos^« 

H'^  =  ^   Q  CöS^a 


sm  a 

Der  gesamte  Vertikaldruck,  welcher  von  dem  Sparren  und  dem  Haupt- 
sparren auf  den  Balken  ausgeübt  wird,  ist  daher 

=  IQH-^Qsin^«-f-^Qcos^a 
=  Q 

das  ist  gleich  dem  vom  Sparren  zu  tragenden  Gewichte. 
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Der  gesamte  Horizontalschub  an  den  Fufspnnkten  der  beiden  Sparren 
ist  aber  3 

+      ==  hQ  sin  cc  cos  cc+iQ 
1  '  ^  '     ^  sin  a 

=  5  Q  cot  a 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dafs  sowol  die  Yertikalkräfte  als  auch  die 
Horizontalkräfte  im  Gleichgewichte  sind. 

Liegen  zwischen  je  zwei  Bindern  n  —  1  Leergebinde,  so  ist  der  Yer- 
tikaldruck  der  Firstpfette  in  einem  jeden  Binder 

n  Q  cos^ß 

daher  wird  der  Sparrenschub  im  Hauptsparren 

,  nQcos^a 
sin  a 

der  Vertikaldruck,  den  der  Hauptsparren  in  seinem  Fufspunkte  ausübt, 

snQcos"« 

und  der  Horizontalschub 

1  nQcos% 

2  ■  -•  

sm  a 

Bezeichnet  man  die  Tiefe  des  Daches  mit  2 1  und  seine  Höhe  mit  s, 
so  ist  die  Länge  des  Sparrens  "[/f^  +  s^,  und  es  lassen  nun  die  trigono- 
metrischen Funktionen  durch  diese  Linien  sich  ausdrücken.  Ebenso  läfst 
sich  die  Belastung  eines  Sparrens  wie  früher  berechnen. 

Der  Widerstand,  den  die  Constructionsteile  zu  leisten  haben,  ergiebt 
sich  auf  folgende  Weise: 

Zunächst  hat  der  Sparren  dem  in  seiner  Eichtung  sich  fortpflanzenden 
Drucke  S,  mit  Druckfestigkeit  zu  widerstehen. 

Wenn  wir  ferner  das  von  dem  Sparren  zu  tragende  Grewicht  Q  nach 
der  Eichtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zerlegen,  so  hat  der 
Sparren  der  auf  seiner  Eichtung  senkrecht  stehenden  Componente  mit 
seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten.  Diese  senkrechte  Com- 
ponente ist  aber 

Q  cos  a 

Bei  n  —  1  Leergebinden  hat  das  zwischen  je  zwei  Bindern  liegende 
Stück  der  Pfette  dem  Drucke 

(n  —  l)  Q  cos^« 

mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten,  und  es  ist  dieses  Stück 

als  mit  beiden  Enden  fest  liegend  anzusehen. 

Der  Hauptsparren  hat  dem  in  seiner  Eichtung  sich  fortpflanzenden 

Drucke  ^  „ 

,     Q  cos^a 

in   

sin  a 

mit  seiner  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

Wenck,  Banmechanik.  12 
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Wenn  die  Sparren  am  First  unter  sich  und  mit  der  Firstpfette  fest 
verbunden  sind,  so  wird  der  von  einem  jeden  Sparren  ausgehende  Ver- 
tikaldruck iQ  unmittelbar  von  der  Pfette  aufgenommen,  so  dafs  die  Pfette 
auf  ihre  Unterstützung  den  Vertikaldruck  Q  ausübt,  während  in  der  Sich- 
tung der  Sparren  keine  Kraft  wirkt.  Im  Fufspunkte  des  Sparrens  ist 
daher  auch  nur  der  Vertikaldruck  i  Q  vorhanden,  und  es  wird  vom  Sparren 
in  seinem  Fufspunkte  kein  horizontaler  Druck  ausgeübt. 

Der  in  C  wirksame  Vertikaldruck  Q  ist  nach  der  Kichtung  der  beiden 
Hauptsparren  in  die  gleichen  Seitenkräfte  S  und  in  die  gleichen  Hori- 
zontalkräfte H  zu  zerlegen,  und  es  ist 

Der  Druck  S  pflanzt  sich  in  der  Eichtung  des  Hauptsparrens  bis 
zum  Fufspunkte  desselben  fort  und  wird  hier  in  eine  horizontale  Compo- 
nente  H^  und  in  eine  vertikale  Componente  V^,  zerlegt,  und  es  ist 

Vo  =  S  sin  a ;  Hq  =  S  cos  a 
und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

Vo  =  IQ;  Ho  =  iQcot« 

Der  Vertikaldruck  des  Hauptsparrens  ist  also  gleich  dem  Vertikal- 
drucke des  Sparrens,  und  beide  Vertikaldrucke  sind  zusammen  gleich  dem 
vom  Sparren  aufzunehmenden  Gewichte.  Der  Horizontalschub  des  Haupt- 
sparrens ist  aber  gleich  dem  im  vorigen  Falle  von  dem  Sparren  und  dem 
Hauptsparren  zusammen  ausgeübten  Horizo^jtalschub,  da  im  gegenwärtigen 
Falle  der  Sparren  gar  keinen  Horizontalschub  ausübt,  also  der  gesamte 
Horizontalschub  nur  von  dem  Hauptsparren  ausgeübt  wird. 

In  diesem  Falle  hat  der  Sparren  nur  der  Kraft 

Q  cos  a 

durch  seine  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen.  Das  zwischen  je  zwei 
Bindern  liegende  Stück  äer  Pfette  hat  der  Kraft 

(n-l)Q 

durch  seine  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen,  und  der  Hauptsparren  hat 

dem  Drucke  ,  o 

nA—^ — 
sm  « 

mit  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

Beispiel. 

Die  Breite  des  Daches  sei  10  Meter,  die  Höhe  desselben  3  Meter,  die 
Sparren  liegen  1  Meter  weit  aus  einander,  zwischen  je  zwei  Bindern  liegen 
3  Leergebinde,  und  das  Dach  sei  ein  einfaches  Ziegeldach.  Die  Belastung  des 
Quadratmeters  Dachfläche  sei  233  Kilogramm. 

Die  Länge  des  Sparrens  ist 

1/52 -f  32  =]/34"=  5,83  Meter 
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und  daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  5,83  . 1  .  233  =  1358,39  Kilogramm. 
Der  auf  dem  Sparren  senkrecht  stehende  Druck  ist 

Q  cos  a  =  Q    .   ^       =  1 358,39 .  — |^  =  1165  Kilogramm 
yt^  _[_  s2  o>o3 

und  diesem  Drucke  hat  der  Sparren  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand 
zu  leisten.  Die  Gleichung  ist 

1  v,2  31P 
4  k 

und  für  b  =  f  h 


k 

das  ist,  wenn  wir  die  Werte  einsetzen, 


V  5.4.: 


,      -1/  7  .  3.583.1165  ^  ^ 

V  5  .  4  . 100  =  1^'25  Centimeter 


und  b  =  f .  19,25  =  13,75  Centimeter. 

Das  zwischen  je  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Pfette  hat  dem  Drucke 
(n  —  1)  Q  cos^a  =  3  . 1358,39  .  ||  =  2996,447  Kilogramm 
mit  seiner  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen.  Ist  nun  der  Querschnitt  der  Pfette 
ein  Quadrat,  dessen  Diagonale  horizontal  liegt,  so  ist,  weil  das  Stück  mit  beiden 
Enden  fest  liegt,  die  Gleichung 


-V 


2996,447.400  n  ^ 

=  20,39  Centimeter. 


100  .1,414 

Der  Sparrenschub  im  Hauptsparren  ist 

Qcos2«  ^      ^1358^39 ^2|.VM.  =  3883,3  Kilogramm. 


^       sin«        '  ^ 
Für  das  Zerdrücken  haben  wir  die  Gleichung 
kib2  =  3883^3  

3883  3 

'    =  6,967  Centimeter. 

oO 

Für  das  Zerknicken  haben  wir  die  Gleichung 

4 


^=V    16. 2. E 


und  wenn  wir  die  Werte  einsetzen 


,      7/  12.10.3883,3.583.583  ,,,,17., 

^  =  y  16.2.125000  =  '''''  Kilogramm. 

g.  Das  Pfettendach  mit  Zwischenp fetten. 

Werden  die  Sparren  so  lang,  dafs  sie  noch  einer  Unterstützung  be- 
dürfen, so  wird  diese  Unterstützung  durch  eine  Zwischenpfette  bewirkt, 
Figur  72.  Wird  diese  Zwischenpfette  in  der  Mitte  des  Sparrens  ange- 
bracht und  ist  Q  die  gesamte  Belastung  des  Sparrens,  so  kommt  auf  die 
Zwischenpfette  der  Vertikaldruck  tQ  und  auf  jedes  Ende  des  Sparrens  der 
Vertikaldruck  tIQ. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Sparren  am  First  unter  sich  und  mit 
der  Firstpfette  fest  verbunden  sind,  so  wird  der  von  einem  jeden  Sparren 

12* 
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ausgehende  Vertikaldruck  toQ  unmittelbar  von  der  Pfette  aufgenommen, 
so  dafs  die  Pfette  auf  ihre  Unterstützung  den  Vertikaldruck  IQ  ausübt, 
während  in  der  Eichtung  der  Sparren  keine  Kraft  wirkt.  Im  Fufspunkte 
des  Sparrens  ist  daher  auch  nur  der  Vertikaldruck  t^j  Q  vorhanden,  und  es 
wird  vom  Sparren  in  seinem  Fufspunkte  kein  horizontaler  Druck  ausgeübt. 


c 


Fig.  72. 


Der  von  der  Firstpfette  ausgehende  Vertikaldruck  IQ  ist  nach  der 
Richtung  der  beiden  Hauptsparren  in  die  gleichen  Seitenkräfte  Sj  und  in 
horizontaler  Eichtung  in  die  gleichen  Seitenkräfte  H,  zu  zerlegen,  und 
es  ist 

^•  =  "1^:  H,  =  AQcot« 

Nehmen  wir  ferner  an,  dafs  der  Sparren  auch  mit  der  Zwischenpfette 
fest  verbunden  ist,  so  wird  der  Vertikaldruck  IQ  von  der  Pfette  aufge- 
nommen und  auf  den  Hauptsparren  übertragen,  so  dafs  auf  einen  jeden 
Stützpunkt  des  Hauptsparrens  der  Vertikaldruck  ilQ  kommt  und  in  den 
beiden  Hauptsparren  am  First  noch  ein  Vertikaldruck  IQ  vorhanden  ist. 

Dieser  Druck  ist  wieder  nach  der  Eichtung  der  beiden  Hauptsparren 
in  die  gleichen  Componenten  S^  und  in  horizontaler  Eichtung  in  die 
gleichen  Componenten  H2  zu  zerlegen,  und  es  ist 

S.,  =  T%-3-;  K==T'aQcotß 
sin  a  ^ 

Die  Summe  der  Componenten 

s,  +  s,  =  s 

pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  des  Hauptsparrens  fort  und  zerlegt  sich 
hier  in  eine  vertikale  Componente  V  und  in  eine  horizontale  Componente 
H,  und  es  ist 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  « 
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und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt 

V  =  TlQ-}-TlQ  =  iQ 
H  =  iQ  cot  a 

Berücksiditig-t  man,  dafs  im  Fufspunkte  des  Sparrens  noch  der  Ver- 
tikaldruck TüQ  und  im  Fufspunkte  des  Hauptsparrens  der  Vertikaldruck 
T%Q  vorhanden  ist,  so  ist  der  gesamte  im  Fufspunkte  des  Sparrens  und 
im  Fufspunkte  des  Hauptsparrens  vorhandene  Vertikaldruck  gleich  Q,  also 
gleich  dem  vom  Sparren  aufzunehmenden  Gewichte.  Die  Vertikalkräfte 
sowol  als  die  Horizontalkräfte  sind  mithin  im  Gleichgewichte. 

Führt  man  die  Tiefe  des  Daches  2  t  und  die  Höhe  des  Daches  s 
ein,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens  l/t-  -f  s'"*,  und  es  lassen  die  trigono- 
metrischen Funktionen  durch  diese  Längen  sich  ausdrücken. 

Rücksichtlich  des  von  den  Constructionsteilen  zu  leistenden  Wider- 
standes ergiebt  sich  Folgendes: 

Jeder  Sparren  hat  das  Gewicht  Q  zu  tragen.  Dieses  ist  in  zwei  Com- 
ponenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  des  Sparrens 
hineinfällt,  die  andere  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrecht  steht; 
dieser  letzteren  Componente,  welche 

Q  cos  a 

ist,  hat  der  Sparren  durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten 
und  ist  hierbei  als  ein  mit  den  Enden  frei  aufliegender  und  in  der  Mitte 
gestützter  Balken  zu  betrachten. 

Wenn  zwischen  je  zwei  Bindern  n —  1  Leergebinde  liegen,  so  hat 
das  zwischen  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Firstpfette  der  Last 

(n  —  l)fQ 

durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten,  und  es  ist  hierbei 
als  mit  beiden  Enden  fest  aufliegend  anzusehen. 

Der  Hauptsparren  hat  dem  nach  seiner  Richtung  sich  fortpflanzenden 
Drucke  nS  durch  seine  Druckfestigkeit  zu  widerstehen. 

Femer  ist  der  durch  die  Zwischenpfette  auf  den  Hauptsparren  über- 
tragene Druck  n  I Q  nach  der  Richtung  des  Hauptsparrens  und  senkrecht 
darauf  zu  zerlegen  und  die  auf  dem  Hauptsparren  senkrechte  Componente 

n  t  Q  cos  « 

nimmt  die  Biegungsfestigkeit  des  Hauptsparrens  in  Anspruch,  wobei  der- 
selbe als  ein  mit  beiden  Enden  fest  liegender  Balken  angesehen  werden 
kann. 

Das  zwischen  je  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Zwischenpfette  hat 
das  Gewicht 

(n-l)lQ 

aufzunehmen  und  demselben  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu 
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leisten.    Diese  vertikal  wirkende  Last  ist  nach  den  l)eiden  Dimensionen 

der  Zwischenpfette  in  die  Componeuten 

(n  —  1)  IQ  sin  a  und  (n  —  1)  fQ  cos  « 

zu  zerlegen,  und  es  sind  die  Querschnittsdimensionen  der  Zwischenpfette 

dem  entsprechend  zu  machen,  so  dafs,  wenn  wir  die  Dimension  parallel 

mit  dem  Sparren  mit  h  und  die  Dimension  senkrecht  auf  dem  Sparren 

mit  h  bezeichnen,  die  Proportion 

b       sin « 


h       cos « 

bestehen  mufs. 

Was  hier  von  einer  Zwischenpfette  gilt,  das  gilt  auch  von  mehreren 
Zwischenpfetten ,  wenn  die  Anordnung  derselben  sich  notwendig  machen 
sollte. 

Beispiel. 

Die  Breite  des  Daches  sei  12  Meter,  seine  Höhe  4  Meter,  die  Sparren 
liegen  l  Meter  weit  aus  einander,  zwischen  je  2  Bindern  befinden  sich  3  Leer- 
gebinde, das  Dach  sei  mit  Schiefer  gedeckt,  und  die  Belastung  des  Quadrat- 
meters Dachfläche  sei  208  Kilogramm. 
Die  Länge  des  Sparrens  ist 

)/62  +  42  =  |/52~  =  7,2  Meter, 
daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  7,2  .  1  .  208  =  1497,6  Kilogramm. 
Der  Normaldruck  auf  den  Sparren  ist 

Q  cos  a  =  Q       ^       =  1497,6  .  ^  =  1248  Kilogramm 

^  yt^-f  s2  ',2 

und  diesem  Drucke  hat  der  Sparren  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand 
zu  leisten.  Die  Gleichung  ist  o  p  1 

bh2=  '^^^ 


und  für  b  =  4h 


16k 


7.3.P.1 
5  .16  .k 


Setzen  wir  die  Werte  ein,  so  wird 

3   


l/  7. 3.  1248  .  720  , 
=  V     5.16.100     =  ^^'^  Centmieter 


und  b  =  4  .  13,3  =  9,5  Centimeter. 

Das  zwischen  2  Bindern  liegende  Stück  der  Firstpfette  hat  der  Last 
(n  —  1)  IQ  =  3  . 1 .  1497,6  =  1684,8  Kilogramm 
mit  seiner  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen,  und  da  es  mit  beiden  Enden  fest- 
hegt, so  ist  die  Gleichung 

2  .  k  ^  =  1684,8 
1684,81 


2.k 

ißt  nun  b  =  fh,  so  ist,  weil  1  =  400 


3 


5  .  2 . 100 

und  b  =  f  .  16,77  =  1 1,98  Centimeter. 


1684,8.400  ^ie_„  Centimeter 


I 
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Der  Hauptsparren  hat  dem  Drucke 

nfQcosa  =  4  .f .  1248  =3120 Kilogramm 
mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten.  Da  er  mit  beiden  Enden 
festgehalten  wird,  so  ist  die  Gleichung 

2.k-^  =  3120 

daher 

bh2. 


3120  .1 


2.k 


ist  nun  b  =  4h,  so  ist,  weil  1  =  720 

'  3   


3120.720 


25,05  Centimeter 


2  .100 

und  b  =  4  .  25,05  =  17,80  Centimeter. 

Das  zwischen  2  Bindern  liegende  Stück  der  Zwischenpfette  hat  das  Gewicht 
(n—  1)|Q  =  3  .|.  1497,6=  2808 Kilogramm 
aufzunehmen  und  demselben  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten, 
und  da  es  mit  beiden  Enden  festliegt,  so  ist  die  Gleichung 

bh2 

2.k-^  =  2808 
bh^=^^^^l 


mithin 


Es  mufs  aber  sein 


2k 


daher 


nnd  setzt  man  die  Werte  ein 

3 


^-i  /t.  28087 
~V  s.2.k 


.  2808  . 400 


-1/  6.2806 
~V  4.2. 


und  b  =  f  .  20,35  =  14,51  Centimeter. 


100 


20,35  Centimeter 


h.  Der  einfache  stehende  Pfettendachstuhl. 


Fig.  73. 

In  den  vorstehenden  Fällen  wurden  die  Pfetten  durch  Hauptsparren 
unterstützt;  diese  Unterstützung  kann  aber  auch  durch  Säulen  oder  Pfosten 
bewirkt  werden;  und  man  nennt  dann  diejenigen  Dächer,  bei  denen  eine 
solche  Unterstützung  stattfindet,  Pfettenstuhldächer. 
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Bei  dem  einfachen  stehenden  Pfettendachstuhl,  Figur  7  3,  ist  nur  eine 
Firstpfette  vorhanden,  welche  von  der  Stuhlsäule  CD  getragen  wird. 

Liegen  die  Sparren  auf  der  Pfette  frei  auf  und  bezeichnet  Q  die  Be- 
lastung eines  Sparrens,  so  wirkt  in  einem  jeden  Sparrenende  die  Last  i  Q 
vertikal  abwärts.  Am  First  ist  dieser  Druck  in  zwei  Componenten  zu 
zerlegen,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  des  Sparrens  fällt,  die  andere 
auf  dieser  Eichtung  senkrecht  steht. 

Ist  a  der  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  be- 
zeichnet S  diejenige  Componente.  welche  in  die  Eichtung  des  SpaiTens 
fällt  und  X  diejenige  Componente..  welche  auf  der  Eichtung  des  Sparrens 
senki'echt  steht,  so  ist 

S  =  ^  Q  sin  « ;  N  =  ^  Q  cos  « 
Die  Componente  S  pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  des  Sparrens 
fort  und  ist  hier  in  eine  vertikale  Componente  V  und  in  eine  horizontale 
Componente  H  zu  zerlegen,  imd  es  ist 

y  =  S  sin  f/ ;  H  =  S  cos  a 
und  wenn  für  S  der  Wert  gesetzt  wird, 

Y  =  IQsmhc 
H  =  ^  Q  sin  «  cos  cc 
Die  Componente  N  ist  weiter  nach  der  Eichtung  der  Stuhlsäule  und 
senkrecht  darauf  zu  zerlegen.    Bezeichnet  man  die  in  die  Eichtung  der 
Stuhlsäule  hineinfallende  vertikale  Componente  mit  P  und  die  auf  der 
Stuhlsäule  senkrecht  stehende,  also  horizontale  Componente  mit  H',  so  ist 

P  =  N  cos  « ;  H'  =  N  sin  a 
und  wenn  mau  für  X  seinen  ^\^ert  setzt, 

p  =  iQcosV^ 
H'  =  i  Q  sin  a  cos  cc 
Da  sich  nun  von  einem  jeden  der  beiden  Sparren  der  Dmck  P  in 
der  Stuhlsäule  fortpflanzt  ^  so  hat  diese  überhaupt  den  vertikalen  Druck 

2  P  =  Q  coshi 

in  sich  aufzunehmen  und  nach  ihrem  Fufspunkte  fortzupflanzen. 

Der  gesamte  Yertikaldruck,  welcher  in  den  drei  Punkten  A,  B  und  D 
stattfindet,  ist  mithin 

2  . 1 Q  +  2  .  A  Q  sin^ß  +  Q  cos-«  =  2  Q 
also  gleich  der  Belastung  der  beiden  Sparren;  und  der  Horizontaldruck, 
den  ein  jeder  der  beiden  Sparreu  in  seinem  Fufspunkte  und  an  der  First- 
pfette ausübt,  ist 

H  =  H'  =  i  Q  sin  a  cos  a 
Sind  die  Sparren  am  First  unter  sich  und  mit  der  Firstpfette  fest 
verbunden,  so  wird  der  von  einem  jeden  Sparren  am  First  ausgeübte  Ter- 
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tikaldruck  i  Q  vollständig  von  der  Pfette  aufgenommen  und  auf  die  StuM- 
säule  übertragen,  so  dafs  diese  überhaupt  den  Vertikaldruck  Q  auf  ihren 
Stützpunkt  fortpflanzt.  In  einem  jeden  Fufspunkte  der  beiden  Sparren 
wirkt  dann  ebenfalls  nur  der  Vertikaldruck  iQ.  Der  gesamte  Druck 
pflanzt  sich  in  diesem  Falle  nur  in  vertikaler  Richtung  fort,  und  es  findet 
kein  Druck  nach  horizontaler  Eichtung  statt. 

Liegen  zwischen  je  zwei  Bindern  n  —  1  Leergebinde ,  so  ist  der 
Druck  im  Fufspunkte  der  Stuhlsäule  im  ersten  Falle 

n  Q  cos^a 

und  im  zweiten  Falle 

nQ 

in  einem  jeden  Falle  hat  aber  die  Stuhlsäule  diesem  Drucke  mit  Druck- 
festigkeit zu  widerstehen. 

Das  zwischen  je  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Pfette  trägt  im 
ersten  Falle  die  Last 

(n  —  1)  Q  cos^a 
und  im  zweiten  Falle  die  Last 

(n  -  1)  Q 

und  hat  dieser  Last  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 
Der  Sparren  hat  in  beiden  Fällen  dem  Drucke 

Q  cos  a 

mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

Führt  man  die  Tiefe  2  t  und  die  Höhe  s  des  Daches  ein,  so  lassen 
die  trigonometrischen  Funktionen  sich  durch  diese  Linien  ausdrücken. 

BeispieL 

Die  Breite  des  Daches  sei  8  Meter,  die  Höhe  desselben  2  Meter,  die 
Sparren  liegen  1  Meter  weit  aus  einander,  zwischen  2  Bindern  befinden  sich 
3  Leergebinde.  Das  Dach  sei  mit  Schiefer  gedeckt,  und  die  Belastung  des 
Quadratmeters  Dachfläche  sei  193  Kilogramm. 

Die  Länge  des  Sparrens  ist  ^   

1/42+22  ==  ]/20  =  4,472  Meter, 
daher  die  Belastung  des  Sparrens 

Q  =  4,472  .  1 . 193  =  863,1  Kilogramm. 
Der  Normaldruck  auf  den  Sparren  ist 

t  4 
Q  cos  a  =  Q    ,  =  863,1 .  -TT^  =  772  Kilogramm. 

^       -f  s^  4,472 

Diesem  Drucke  hat  der  Sparren  mit  seiner  Biegungsfestigkeit  Widerstand 
zu  leisten.   Die  Gleichung  ist 

^^'-^ 

4k 

ist  nun  b  =  #h,  so  wird 

3  

P.l 


1/7.3.: 
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und  setzt  man  die  Werte  ein 

3 


1/7.3.772. 
T        5.4.  1( 


19,35  Centimeter 


^7,1 
100 

und  b  =  # .  19,35  =  13,82  Centimeter. 

Sind  die  Sparren  am  First  unter  sich  und  mit  der  Pfette  fest  verbunden, 
so  hat  das  zwischen  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Pfette  dem  Drucke 

(n  —  1)  Q  =  3  .  863,1  =  2589,3  Kilogramm 
durch  seine  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen.   Die  Gleichung  ist 

=2k 

und  ist  b  =  f h,  so  wird  3 


SO  wie,  wenn  die  Werte  eingesetzt  werden, 
h 


P.l 


2.k 


2589,3  . 400 


=  19,35  Centimeter 


5 .2 .  100 

und  b  =  f  .  19,35  =  13,82  Centimeter. 
Die  Stuhlsäule  hat  dem  Drucke 

n  Q  =  4  .  863,1  =  3452,4  Kilogramm 
Widerstand  zu  leisten.  In  Beziehung  auf  das  Zerdrücken  haben  wir  die  Gleichung 

kjb2  =  3452,4 
daher  '  —  

b  =|/-?i|?!L=  6,569  Centimeter. 
V  80 


i.  Der  doppelte  stehende  Pfettendachstuhl. 

Bei  dem  doppelten  stehenden  Pfettendachstuhle  haben  wir  zu  unter- 
scheiden, ob  aufser  den  beiden,  die  Sparren  in  der  Mitte  unterstützenden 
Pfetten  auch  noch  eine  Firstpfette  vorhanden  ist  oder  nicht,  und  ob  die' 
Sparren  auf  den  Pfetten  frei  aufliegen,  oder  ob  sie  mit  den  Pfetten  fest 
verbunden  sind.    Dieses  giebt  vier  verschiedene  Fälle. 


Fiff.  74. 

1.  Ist  zunächst  eine  Firstpfette  nicht  vorhanden,  liegen  die  Sparren 
frei  auf,  Figur  74,  und  bezeichnet  Q  die  Belastung  eines  Sparrens,  so 
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übt  ein  jedes  Sparrenende  den  Vertikaldruck  le  Q  und  die  Mitte  des  Sparrens, 
da  wo  er  auf  der  Pfette  aufliegt,  den  Vertikaldruck  tQ  aus. 

Am  First,  wo  beide  Sparren  zusammenstofsen,  ist  daher  der  Vertikal- 
druck IQ  vorhanden.  Dieser  ist  nach  den  Eichtungen  der  beiden  Sparren 
in  die  gleichen  Componenten  S,  und  in  horizontaler  Eichtung  in  die 
beiden  Componenten  Hj  zu  zerlegen.  Bezeichnet  a  den  Winkel,  den  die 
Sparren  mit  dem  Horizonte  machen,  so  ist 

S,  =     ^S-;      =  tIQ  cot  ß 

^  sina  ^ 

Da  der  Sparren  auf  der  Zwischenpfette  nur  aufliegt,  ohne  mit  ihr 
fest  verbunden  zu  sein,  so  haben  wir  den  hier  wirksamen  Vertikaldruck 
IQ  nach  der  Eichtung  des  Sparrens  in  die  Componente  S2  und  senkrecht 
auf  den  Sparren  in  die  Componente  M  zu  zerlegen.  Dann  ist 
S2  =  tQ  sin  M  =  f  Q  cos  « 
Die  Componente  M  ist  nun  weiter  in  die  horizontale  Componente  H2 
und  in  die  vertikale  Componente  N  zu  zerlegen;  und  es  ist 

H2  =  M  sin  ß ;  N  =  M  cos  « 
und  wenn  man  für  M  seinen  Wert  setzt. 

Ho  =  f  Q  sin  «  cos  a 
N  =  f  Q  cos^« 
In  der  Eichtung  des  Sparrens  haben  wir  den  Druck 
S,  +  S.,  =  S 

welcher  sich  bis  zum  Fufspunkte  des  Sparrens  fortpflanzt  und  hier  in  die 
vertikale  Componente  V  und  in  die  horizontale  Componente  H  zu  zerlegen 
ist.    Diese  Zerlegung  giebt 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  « 
und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 
V  =  T%Q-|-fQsin2« 
H  =  Tü  Q  cot  «  4-  f  Q  sin  «  cos  a 
Der  Horizontaldruck  am  Fufspunkte  des  Sparrens  ist  daher  gleich 
der  Summe  der  Horizontaldrucke  in  den  Punkten  C  und  D. 

Zu  dem  Vertikaldrucke  V  kommt  noch  tü  Q,  so  dafs  der  Vertikaldruck 
im  Fufspunkte  des  Sparrens  überhaupt 

iliQ-l-TlQ  +  tQsin^a 
=  fQ-ffQsin^« 

beträgt. 

Der  Vertikaldruck  N  =  f  Q  cos^«  wird  von  der  Stuhlsäule  aufgenom- 
men und  nach  dem  Stützpunkte  derselben  fortgepflanzt. 

Der  gesamte  Vertikaldruck  in  den  beiden  Fufspunkten  der  Sparren 
und  den  beiden  Fufspunkten  der  Stuhlsäulen  ist  mithin 
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2  .  IQ  +  2  .  IQ  sin^«  +  2  .  tQ  cos-« 
=  2Q 

das  ist  gleich  der  Belastung  des  ganzen  Dachgebindes. 

Liegen  zwischen  je  zwei  Bindern  n  —  1  Leergebinde,  so  haben  wir 
zur  Bestimmung  der  Constructionsteile  Folgendes: 

Jeder  Sparren  hat  dem  Normaldrucke 

Q  cos  a 

durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten,  wobei  er  als  ein 
mit  den  Enden  frei  aufliegender  und  in  der  Mitte  unterstützter  Balken 
anzusehen  ist. 

Das  zwischen  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Pfette  hat  dem  Drucke 
(n  —  1)  IQ  cos  a 
mit  seiner  Biegungsfestigkeit  zu  widerstehen. 

Der  von  einer  jeden  Stuhlsäule  aufzunehmende  Vertikaldruck  ist 

n  f  Q  cos\« 

und  sie  hat  diesem  Drucke  mit  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

2.  Ist  der  Sparren  mit  der  Pfette  fest  verbunden,  so  wird  der  Yer- 
tikaldruck  §  Q,  welchen  der  Sparren  hier  ausübt,  von  der  Pfette  vollständig 
aufgenommen,  so  dafs  von  hier  aus  in  der  Richtung  des  Sparrens  keine 
Kraft  wirkt. 

Der  Sparrenschub 


welcher  vom  First  aus  bis  zu  dem  Verbindungspunkte  des  Sparrens  mit 
der  Pfette  sich  fortpflanzt,  ist  dann  hier  in  eine  vertikale  Componente  V, 
und  in  eine  horizontale  Componente  H,  zu  zerlegen,  und  es  ist 

Vj  =  Sj  sin  ü]  Hj  =  Sj  cos  a 
und  für  S,  den  Wert  gesetzt, 

V,  ^  tIQ;  H,  =  tIQ  cot  a 
Der  Horizontalschub  ist  von  dem  festen  Punkte  aufzunehmen,  der 
A^ertikaldruck  aber  geht  auf  die  Pfette  und  Stuhlsäule  über,  so  dafs  der 
Vertikaldruck,  welchen  nun  die  Stuhlsäule  von  der  Pfette  aufzunehmen  hat, 

ist. 

Im  Fufspunkte  des  Sparrens  findet  dann  kein  Horizontalschub  statt, 
und  es  ist  nur  der  Vertikaldruck  toQ  vorhanden,  so  dafs  von  der  Stuhl- 
säule und  dem  Sparren  zusammen  der  Vertikaldruck 

liQ  +       =  Q 

ausgeübt  wird,  welcher  also  gleich  der  Belastung  des  Sparrens  ist. 

Bei  n  —  1  Leergebinden  ist  der  von  der  Stuhlsäule  aufzunehmende 
Druck  nllQ 
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Das  zwischen  zwei  Bindern  liegende  Stück  der  Pfette  hat  die  vertikal 
abwärts  wirkende  Last  (n  —  1)  liQ 

aufzunehmen  und  derselben  durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu 
leisten. 

Der  Sparren  ist  wie  im  vorhergegangenen  Falle  zu  berechnen. 

Der  Kehlbalken,  welcher  in  den  Bindergespärren  sich  befindet,  ist 
nicht  dazu  da,  Kräfte  aufzunehmen,  sondern  er  soll  lediglich  nur  einen 
Querverband  zwischen  den  Bindersparren  herstellen  und  als  Zange  dienen. 

3.  Ist  ferner  eine  Firstpfette  vorhanden,  Figur  75,  so  wird  diese 
durch  Streben  unterstützt,  welche  mit  den  Sparren  parallel  sind  und  auf 
dem  Kehlbalken  aufstehen. 


Fig.  75. 

Liegt  zunächst  wieder  der  Sparren  auf  den  Pfetten  frei  auf,  so  wirkt 
in  einem  jeden  Sparrenende  der  Vertikaldruck  tIQ  und  an  der  Zwischen- 
pfette  der  Yertikaldruck  f  Q,  und  es  ist  der  Druck  am  First  in  zwei  Com- 
ponenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  die  Eichtung  des  Sparrens 
fällt,  die  andere  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrecht  steht.  Bezeichnen 
wir  die  erstere  Componente  mit  S^,  die  letztere  mit  M^,  so  ist 
Sj  =  tIQ  sin  a;  =  ts Q  cos  « 
Die  Componente  S^  pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  des  Sparrens 
fort,  während  die  Componente  Mj  weiter  nach  horizontaler  und  vertikaler 
Eichtung  zu  zerlegen  ist.  Bezeichnen  wir  die  horizontale  Componente 
mit  H,  die  vertikale  Componente  mit  V,  so  ist 

V  =  M,  cos  « ;  H  =  Mj  sin  a 
und  wenn  für       der  Wert  gesetzt  wird 

V  =  1%  Q  cos'^a 
H  =  rl  Q  sin  a  cos  a 
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Die  aus  beiden  Sparren  hervorgehenden  horizontalen  Componenten 
halten  sich  das  Gleichgewicht,  die  vertikalen  Componenten  aber  werden 
durch  die  Firstpfette  auf  die  Unterstützung  derselben  fortgepflanzt,  so 
dafs  der  Vertikaldruck,  welcher  von  der  Firstpfette  auf  ihre  Unterstützung 
ausgeübt  wird, 

IQ  cos'^« 

ist.  Dieser  Yertikaldruck  ist  nach  den  Richtungen  der  Streben  in  zwei 
gleiche  Componenten  T  und  in  horizontaler  Bichtung  in  die  gleichen 
Componenten  U  zu  zerlegen,  und  es  ist 


sm  a  sin  a 

Der  Druck  T  wird  nach  dem  Stützpunkte  einer  jeden  Strebe  fort- 
gepflanzt, wo  er  in  eine  horizontale  und  eine  vertikale  Componente  zu 
zerlegen^  ist.  Bezeichnen  wir  die  horizontale  Componente  mit  H,  und  die 
vertikale  Componente  mit  Vj,  so  ist 

V^  =  Tsin«;        =  T  cos  « 
und  wenn  man  den  Wert  von  T  einführt 

Vi  =  TO  Q  cosV 

'  ^  sm  a 

Die  vertikale  Componente  Vi  wird  von  der  Stuhlsäule  aufgenommen 
und  nach  dem  Fufspunkte  derselben  hingeleitet,  während  die  horizontale 
Componente  Hj  von  dem  Kehlbalken  aufzunehmen  ist. 

Der  Vertikaldruck  IQ  an  der  Zwischenpfette  ist  nach  der  Eichtung 
des  Sparrens  in  die  Componente  und  senkrecht  darauf  in  die  Compo- 
nente M2  zu  zerlegen,  und  es  ist 

S2  =  f  Q  sin  « ;  Mg  =  f  Q  cos  « 
Die  Componente  Sg  pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  des  Sparrens 
fort ;  die  Componente  Mg  aber  ist  nach  der  Richtung  des  Kehlbalkens  und 
nach  der  Richtung  der  Stuhlsäule  in  die  horizontale  Componente  und 
die  vertikale  Componente  V2  zu  zerlegen,  und  es  ist 
V2  =  M2  cos  a;  H2  =  M2  sin  a 
und  für  M2  den  Wert  gesetzt 

V2  =  fQcos'^ß 
H2  =  8  Q  sin  a  cos  « 
Die  vertikale  Componente  Vg  wird  von  der  Stuhlsäule  aufgenommen 
und  nach  dem  Fufspunkte  derselben  hingeleitet,  die  horizontale  Componente 
H2  aber  ist  von  der  Pfette  und  dem  Kehlbalken  aufzunehmen. 
Der  gesamte  Sparrenschub 

s,  +  s,  =  s 
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ist  im  Fufspunkte  desselben  in  die  vertikale  Componente  V3  und  die  ho- 
rizontale Componente  H3  zu  zerlegen.    Dieses  giebt 
¥3  =  8  sin  a;  £[3  =  8  cos  « 
und  für  8  den  Wert  gesetzt 

V3  ==  tIQ  sin^a  +  IQ  sin^« 

=  Ii  Q  sin^« 
H3  =  Tö  Q  sin  ß  cos  «  -|-  f  Q  sin  a  cos  a 
=  Tü  Q  sin  a  cos  a 
Es  wirkt  daher  im  Fufspunkte  des  Sparrens  der  Vertikaldruck 
tI  Q  4-  tI  Q  sin  Vi 
und  im  Fufspunkte  der  8tuhlsäule  wirkt  der  Vertikaldruck 

tI  Q  cos'-^a  4-  f  Q  cosVi  =  tI  Q  cos"-^« 
daher  ist  der  vom  8parren  und  der  Stuhlsäule  zusammen  ausgeübte  Ver- 
tikaldruck 

tIQ  +  IIQ  sm'a  +  liQ  cos-«  =  Q 
also  gleich  der  Belastung  des  Sparrens. 

Der  Horizontalschub,  den  der  Sparren  am  Fufspunkte  ausübt,  ist 
gleich  und  entgegengesetzt  den  horizontalen  Drucken,  welche  der  Sparren 
am  First  und  an  der  Zwischenpfette  ausübt. 

4.  Sind  die  Sparren  mit  den  Pfetten  fest  verbunden,  so  wird  der 
von  einem  jeden  Sparrenende  am  Firste  ausgeübte  Vertikaldruck  tsQ  von 
der  Firstpfette  aufgenommen,  so  dafs  diese  auf  ihre  Unterlage  den  Ver- 
tikaldruck f  Q  ausübt,  während  nach  der  Eichtung  der  Sparren  ein  Druck 
nicht  stattfindet. 

Dieser  Druck  ist  nach  der  Eichtung  der  beiden  Streben  in  die  gleichen 
Componenten  S  und  in  horizontaler  Eichtung  in  die  beiden  Componenten 
Hj  zu  zerlegen,  und  es  ist 

8  =  tI-^;  H,  =  ilQcot« 
sma  '      '  ^ 

Im  Stützpunkte  der  Streben  ist  dieser  Druck  wieder  nach  horizon- 
taler und  vertikaler  Eichtung  zu  zerlegen.  Wird  die  horizontale  Compo- 
nente mit  H  und  die  vertikale  Componente  mit  V  bezeichnet,  so  ist 

V  =  8  sin  « ;  H  =  S  cos  a 
und  für  S  den  Wert  gesetzt 

V  =  t'6Q;  H  =  TlQcotß 

Der  Vertikaldruck  V  wird  von  der  Stuhlsäule,  der  Horizontaldruck 
H  aber  wird  von  dem  Kehlbalken  aufgenommen. 

Der  an  der  Zwischenpfette  wirksame  Vertikaldruck  §Q  wird  von  der 
Stuhlsäule  aufgenommen,  so  dafs  auf  den  Stützpunkt  derselben  überhaupt 
der  vertikaldruck  Aq  +  |q  =  hQ 
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kommt.  Im  Fufspunkte  des  Sparrens  wirkt  der  Yertikaldmck  AQ,  so 
dafs  auch  hier  der  von  dem  Sparren  und  der  Stuhlsäule  zusammen  aus- 
geübte Druck  gleich 

t1iQ4-  HQ  =  Q 
also  gleich  der  Belastung  des  Sparrens  ist. 

Ein  Horizontalschub  am  Fufspunkte  des  Sparrens  findet  nicht  statt. 


k.  Die  Pultdächer, 

Diese  Dächer  haben  nur  eine  geneigte  Dachfläche,  welche  sich  an 
eine  vertikale  "Wand  lehnt. 


Fig.  76. 


Ist  AB,  Figur  76,  der  Sparren,  BC  die  Wand  und  ist  Q  die  gleich- 
mäfsige  Belastung  des  Sparrens,  so  kommt  auf  einen  jeden  der  Stützpunkte 
A  und  B  der  Vertikaldruck  i  Q.  Ist  nun  der  Sparren  so  gegen  die  Wand 
gelehnt,  wie  es  die  Figur  zeigt,  so  ist  der  bei  B  vorhandene  Vertikaldruck 
^  Q  in  zwei  Componenten  -zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung 
des  Sparrens  fällt,  die  andere  auf  der  Wand  senki'echt  steht.  Bezeichnen 
wir  die  in  die  Richtung  des  Sparrens  fallende  Componente  mit  S  und  die 
auf  der  Wand  senkrechte  Componente  mit  N,  so  wie  den  Winkel,  den  der 
Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  mit  a,  so  ist 
^  Q  =  S  sin  ß ;  N  =  S  cos  « 

und  daher 

o      .  Q 


sin« 


N  =  i  Q  cot  « 


Die  Componente  S  pflanzt  sich  in  der  Richtung  des  Sparrens  bis 
zum  Fufspunkte  A  desselben  fort  und  ist  hier  in  eine  horizontale  Com- 
ponente H  und  in  eine  vertikale  Componente  V  zu  zerlegen,  und  es  ist 
V  =  S  sin  « :  H  =  S  cos  a 
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und  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

Y  =  ^Q;  H  =      cot  a 

Da  mm  im  Punkte  A  schon  der  Vertikaldruck  vorhanden  ist, 
so  ist  der  gesamte  im  Punkte  A  vorhandene  Vertikaldruck  gleich  Q,  also 
gleich  der  Belastung  des  Sparrens. 

Bezeichnet  man  die  Resultante  aus  allen  im  Punkte  A  vorhandenen 

Kräften  mit  TJ,  so  jst  ,  

U  =  Vq.^  + 

und  wird  der  Winkel,  den  die  Resultante  mit  dem  Horizonte  macht,  mit 
<f  bezeichnet,  so  ist 

tan  (/  = 

Bezeichnet  man  die  Breite  des  Daches  AC  mit  b  und  die  Höhe 
desselben  BC  mit  h,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 

AC  =  VbH^' 

ferner 

h 

sm  a 


cos  a  = 
cot  a  = 


b 


b 
h 

Führt  man  diese  Werte  für  die  trigonometrischen  Functionen  ein,  so  ist 


s 

N 

H 

ü 

=  y<y  +  iQ' 

tan  (f 

=  2  tan  a 

4Qb 

Der  Componente  N  hat  die  Wand  BC  mit  ihrer  Stabilität  Wider- 
stand zu  leisten.  Bezeichnet  man  die  Stärke  der  Wand  mit  d  und  den 
Abstand  der  Sparren  von  Mitte  zu  Mitte  mit  a,  so  ist  das  hier  in  Frage 
kommende  Volumen  der  Wand 

adh 

und  wird  mit  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Materials  bezeichnet, 
so  ist  /adh 

das  Gewicht  des  betreffenden  Wandstückes,  und  da  die  Wand  ein  gerades 
Parallelepiped  ist,  so  ist  id 

Wenck,  Baumechanik.  13 
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der  Hebelarm  dieses  Gewichtes  für  jede  Seitenkaute  der  Grundfläclie  der 
Wand.   Folglich  ist  die  Stabilität  derselben 

=  id  .  ^adh  =  s^^ad'h 
Der  Hebelarm  des  Normaldruckes  N  gegen  die  Wand  ist  h,  daher 
ist  das  Moment  desselben  y, 

|Q^h  =  |Qb 

Zur  Bestimmung  von  d  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  haben  wir 
daher  die  Momentengleichung 

3.iQb  =  i7^ad'h 

und  hieraus 

d 


3Qb 


ah 


Ist  der  Sparren  AB  bei  B  mit  der  Wand  so  verbunden,  wie  es  die 
Fignr  77  zeigt,  so  ist  der  bei  B  vorhandene  Vertikaldruck  iQ  in  zwei 
Componenten  S  und  M  zu  zerlegen,  so  dafs  S  in  die  Richtung  des  Sparrens 
hineinfällt,  M  aber  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrecht  steht.  Be- 
zeichnen wir  wieder  den  Winkel,  den  der 
Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  mit  a, 
so  ist 

S  =  i  Q  sin  er ;  M  =  i  Q  cos  « 
Der  Druck  S  pflanzt  sich  in  der  Rich- 
tung des  Sparrens  nach  dem  Stützpunkte 
A  desselben  fort  und  ist  hier  in  eine  ho- 
rizontale Componente  H  und  in  eine  ver- 
tikale Componente  V  zu  zerlegen ,  und  es  ist 

V  =  S  sin  « ;  H  =  S  cos  « 
und  wenn  man  für  S  seihen  Wert  setzt 
y  =  ^Qsm\( 
H  =  i  Q  sin  «  cos  a 
Da  nun  im  Punkte  A  schon  der  Vertikaldruck  i  Q  vorhanden  ist,  so 
ist  der  gesamte  Vertikaldruck  in  A 

V,  =  V.Q  sin\i4-iQ 
Bezeichnet  man  die  Resultante  aus  allen  im  Punkte  A  vorhandenen 
Kräften  mit  U,  so  ist        XJ  =  "j/ V,^  +  ff 

und  wird  der  Winkel,  den  die  Resultante  mit  dem  Horizonte  macht,  mit 
(/  bezeichnet,  so  ist  ^an    =  — 

Der  Druck  M  =  i  Q  cos  « 

ist  nun  weiter  in  eine  horizontale  Componente  N  und  in  eine  vertikale 
Componente  P  zu  zerlegen ,  und  es  ist 

N  =  M  sin  « ;  P  =  M  cos  a 
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und  wenn  man  für  M  seinen  Wert  setzt 

N  =  iQ  sin  a  cos  a 
P  =  iQcos'« 

Der  Vertikaldruck 

p  =  i-Qcos'a 

pflanzt  sich  nach  dem  Fufspunkte  C  der  Wand  fort,  so  dafs  nun  der  Ver- 
tikaldruck in  den  Punkten  A  und  C  zusammen 

i  Q  +  iQ  sin'a  +  iQ  cos^c 
das  ist  gleich  Q  beträgt.   Dieses  ist  aber  die  Belastung  des  Sparrens  A  B ; 
und  es  geht  hieraus  hervor,  dafs  die  ganze  Belastung  des  Sparrens  auf 
die  Punkte  A  und  C  fortgepflanzt  wird. 

Bezeichnet  man  wieder  die  Breite  des  Daches  AC  mit  b  und  die 
Höhe  desselben  BC  mit  h,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 

AC  =  ybM^ 

ferner  ist 


sm  a 


cos  a  = 


b 


yb^+h^ 

Führt  man  diese  Werte  für  die  trigonometrischen  Functionen  ein,  so  ist 

h 


S  =  iQ 
M=  IQ 

V  = 


■j/b^+h^ 
b 

Vb^+F 

h^ 
b^  +  h^ 
bh 


b2  +  h^ 


b2  +  h2 

/  b^  +  2h^  \ 

V  b^ + h^ ; 


N  = 


bh 


b^  +  h^ 
b^ 


b2  +  h2 

Die  Wand  hat  dem  gegen  sie  gerichteten  Normaldrucke  N  durch 
ihre  Stabilität  Widerstand  zu  leisten,  und  es  wird  diese  Stabilität  durch 
den  Vertikaldruck  P  vcrgröfsert. 

Der  Hebelarm  des  Druckes  N  ist  h  und  daher  das  Moment  desselben 
in  Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  der  Wand  bei  C 

bh2 


b^  +  h^ 


13  = 
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Ist  d  die  Dicke  der  Wand  und  a  der  Abstand  der  Sparren  von  Mitte 
zu  Mitte,  so  ist  das  hier  in  Frage  kommende  Volumen  der  Wand 

ad  Ii 

Bezeiclinet  ferner  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Materials,  so  ist 

^adh 

das  Gewicht  des  betreffenden  Wandstückes ;  und  da  die  Wand  ein  gerades 
Parallelepiped  ist,  so  ist  Id 

der  Hebelarm  dieses  Gewichtes,  und  mithin  ist  die  Stabilität  der  Wand  in 
Beziehung  auf  die  äufsere  Seite  ihrer  Grundfläche 
H.7adh=  l^ad'h 
Der  Druck  P  pflanzt  sich  an  der  inneren  Seite  der  Wand  fort,  daher 
ist  der  Hebelarm  desselben  für  die  äufsere  Kante  der  Wand  gleich  d  und 
mithin  das  Moment  i  ^  bM 


b2  +  h'-^ 

Zur  Bestimmung  von  d  mit  Eücksicht  auf  die  Sicherheit  haben  wir 
daher  folgende  Momentengleichung 

oder  Qb-  _  3Qbh^ 

7ah(b2  +  h-^)  7ah(b2  +  h2) 

und  hieraus         ^  -Qb^±  Vi27abh3Q(b-^  +  h--)  +  Q-b- 

Bei  der  ersteren  Construction  ist  der  Horizontalschub  bei  A 

5  Q  cot  cc 

und  bei  der  zweiten  Construction  ist  dieser  Horizontalschub 
sin  «  cos  «  =  hQ  cot  a  .  sm^a 
Da  nun  sin  a  zwischen  0°  und  90*^  immer  ein  echter  Bruch,  also 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  ist  bei  der  zweiten  Construction  der  Hori- 
zontalschub kleiner  als  bei  der  ersten  Construction,  weshalb  die  zweite 
der  ersteren  stets  vorzuziehen  ist. 

Die  Belastung  der  Dächer  ist  von  der  Construction  und  dem  dazu 
verwendeten  Materiale,  so  wie  von  dem  Deckmateriale  abhängig;  dazu 
kommt  noch  die  Belastung  durch  Schnee  und  der  Druck  des  Windes. 

Mittelwerte  für  die  Belastung  der  Dachfläche  mit  Einschlufs  der  Be- 
lastung durch  Schnee  und  Wind  sind  für  das  Quadratmeter  Dachfläche: 
250  Kilogramm  beim  einfachen  Ziegel  dache 
270        „        beim  Doppeldache 


235 
200 
220 
200 


beim  Schieferdache 

bei  Deckung  mit  Zink-  oder  Eisenblech 
„        „        „  Asphalt 
Pappe. 


DRITTER  ABSCHNITT. 

Die  Eisen- Constructionen. 


1.  Die  armierten  Träger. 

Ein  Träger  für  kleinere  Spannweiten ,  Figur  7  8 ,  besteht  aus  dem 
Balken  AB,  dem  Druckstabe  CD  und  den  Zugstäben  AD  und  BD. 


Fig.  78. 

Wenn  der  Balken  AB  mit  der  Last  P  gleichmäfsig  belastet  ist,  so 
kommt  auf  jeden  Endpunkt  der  Vertikaldruck  tIP  und  auf  den  Mittel- 
punkt der  Vertikaldruck  fP.  Dieser  letztere  Druck  wird  von  dem  Druck- 
stabe C  D  nach  dem  Punkte  D  fortgepflanzt  und  ist  hier  nach  der  Rich- 
tung der  beiden  Zugstäbe  AD  und  BD  in  die  gleichen  Componenten  S 
zu  zerlegen.  Stellt  nun  DE  diesen  Druck  nach  Gröfse  und  Eichtung  dar, 
und  wird  der  Winkel,  den  ein  jeder  der  Zugstäbe  AD  und  BD  mit  dem 
Balken  AB  macht,  mit  a  bezeichnet,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  DFG 

PF 

DG 

und  weil  DF  =  tIP;  DG  =  S 

iL 
s 


sm  a 


sm  a 


also 


S  = 


_J_lf_ 
sin« 


Der  Zug  S  pflanzt  sich  nach  den  Auflagerpunkten  A  und  B  fort  und 
ist  hier  in  eine  horizontale  und  eine  vertikale  Componente  zu  zerlegen. 
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Bezeichnen  wir  die  horizontale  Componente  BM  mit  H,  die  vertikale 
Componente  BN  mit  V,  so  ist 

H  V 

_  =  cos  ß ;   -g-  =  sin  a 

also 

H  =  S  cos  « ;  V  =  S  sin  « 
und  wird  für  S  der  oben  bestimmte  Wert  gesetzt,  so  ist 
H  =  T%P  cot  ß;  Y  =  tIP 
Der  gesamte  Vertikaldmck  in  einem  jeden  der  Auflagerpunkte  A  und 
B  ist  hiernach 

T%P -f- tIP  ==  iP 
also  gleich  der  halben  Belastung  des  Balkens,  wie  es  sein  mufs. 

Die  horizontale  Componente  H  ist  von  dem  Balken  AB  aufzunehmen, 
welcher  ihr  mit  seiner  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten  hat.  Der 
Druckstab  C  D  hat  dem  Drucke  t  P  mit  seiner  Dmckfestigkeit  Widerstand 
zu  leisten,  und  die  Zugstäbe  A  D  und  B  D  haben  der  Zugkraft  S  mit  ihrer 
Zugfestigkeit  Widerstand  zu  leisten.  Aufserdem  hat  noch  der  Balken  AB 
der  ganzen  Belastung  P  mit  seiner  Biegurgsfestigkeit  Widerstand  zu  leisten. 

Bezeichen  wir  die  Länge  des  Balkens  mit  2  a  und  die  Länge  des 
Druckstabes  mit  h,  so  ist  die  Länge  eines  Zugstabes 

s  =  y  a^  4-  h^ 

und  es  ist 

h  a 
sm  «  =  — ;   cos  a  =  — 
s  '  s 

daher 

S  =  ÄP.| 
H  =  .IP  f 

Es  lassen  sich  nun  hiernach  die  Querschnitte  dieser  Constructionsteile 
entsprechend  den  ihnen  zu  gebenden  Formen  bestimmen. 

Der  Balken  AB  ist  nach  der  Biegungsfestigkeit  zu  berechnen;  da 
er  nun  mit  beiden  Enden  frei  aufliegt  und  in  der  Mitte  unterstützt  ist, 
so  ist  das  Maximalmoment 

^'2P.2a  =  T^Pa 
und  mithin  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

T 

yLpa  =  k  — 
e 

Führt  man  in  diese  Gleichung  das  Widerstandsmoment  des  Quer- 
schnittes ein ,  so  lassen  sich  dann  die  Dimensionen  des  Querschnittes 
bestimmen. 

Wird  der  Balken  AB  in  zwei  Punkten  C  und  D  unterstützt,  so  dafs 
er  in  drei  gleiche  Teile  zerfällt,  Figur  7  9,  so  kommt  auf  jeden  Endpunkt 
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der  Vertikaldruck  iP  und  auf  jeden  Zwischenpunkt  der  Vertikaldruck  f  P. 
Der  Druck  auf  den  Punkt  D  wird  durch  den  üruckstab  DF  nach  dem 
1  Punkte  F  fortgepflanzt  und  ist  hier  nach  der  Eichtung  der  Zugstange  E  F 


4   c  n  Hl  B 


Fig.  79. 


und  nach  der  Eichtung  der  Zugstange  BF  zu  zerlegen.  Bezeichnen  wir 
diese  Componenten  beziehungsweise  mit  H  und  S  und  den  Winkel,  den 
die  Zugstangen  BF  und  AE  mit  dem  Balken  machen,  mit  a,  so  ist 

|P        .  H 

=  sin  « ;    -g-  =  cos  « 

woraus 

S  =  -l?— ;  H  =  |Pcot« 
sma 

Ebenso  wird  der  Druck  auf  den  Punkt  C  durch  den  Druckstab  C  E 
nach  dem  Punkte  E  fortgepflanzt,  und  es  findet  hier  dieselbe  Zerlegung 
wie  am  Punkte  F  statt;  auch  liefert  diese  Zerlegung  dieselben  Kräfte  S 
und  H,  welche  beziehungsweise  von  den  Zugstäben  AE  und  EF  aufzu- 
nehmen sind,  so  dafs  die  horizontale  Zugstange  EF  der  Kraft  H  durch 
ihre  Zugfestigkeit  Widerstand  zu  leisten  hat.  Die  Kraft  S  pflanzt  sich 
in  einem  jeden  der  Zugstäbe  BF  und  AE  nach  B  und  A  fort  und  ist 
hier  in  eine  horizontale  und  eine  vertikale  Componente  zu  zerlegen.  Be- 
zeichnen wir  die  horizontale  Componente  mit  die  vertikale  Com- 
ponente mit  V,  so  ist 

V 

-g-  =  cos  a\  -g-  =  sm  « 

also 

H'  =  S  cos  a-,  V  =  S  sin  a 
und  wird  für  S  der  Wert  gesetzt 

H'=|Pcot«;  V=tP 
Es  ist  demnach  der  Vertikaldruck  in  den  Auflagerpunkten  A  und  B 
|p  +  iP  =  iP 

Die  Horizontalkraft  H'  ist  von  dem  Balken  AB  aufzunehmen,  wel- 
cher ihr  mit  seiner  Druckfestigkeit  Widerstand  zu  leisten  hat,  und  diese 
Horizontalkraft  ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  Horizontalkraft  H  in 
dem  Zugstabe  EF.  Die  Druckstäbe  CE  und  DF  haben  dem  Drucke  fP 
mit  ihrer  Druckfestigkeit  zu  widerstehen,  und  die  Zugstäbe  A  E  und  B  F 
haben  der  Kraft  S  durch  ihre  Zugfestigkeit  zu  widerstehen;  endlich  hat 
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noch  der  Balken  AB  der  ganzen  Belastung-  P  mit  seiner  Biegungsfestigkeit 
Widerstand  zu  leisten. 

Wird  die  Länge  des  Balkens  mit  3a  und  die  Länge  eines  jeden  der 
Druckstäbe  CE  und  BF  mit  h  bezeichnet,  so  ist  die  Länge  des  Zugstabes 
EF  gleich  a  und  die  Länge  eines  jeden  der  Zugstäbe  AE  und  BF 

s  =  yäM^h^ 

und  es  ist 

h  a 

sm  a  =  — ;   cos  a  =  — 
s  '  s 

daher 

Hiernach  lassen  sich  nun  die  Stärken  der  Constructionsteile  be- 
stimmen. 

Der  Balken  AB  ist  nach  der  Biegungsfestigkeit  zu  berechnen,  und 
da  er  mit  den  Endpunkten  frei  aufliegt,  in  den  Punkten  C  und  D  aber 
gestützt  ist,  so  ist  das  Maximalmoment 

yVP.  3a  =  ^VPa 
und  mithin  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

^TPa=  k.  ^ 

Führt  man  in  diese  Gleichung  das  Widerstandsmoment,  des  Quer- 
schnittes ein,  so  lassen  sich  die  Dimensionen  des  Querschnittes  bestimmen. 

Wird  der  Balken  AB,  Figur  80,  in  drei  Punkten  C,  D,  E  gestützt, 
so  dafs  er  in  vier  gleiche  Teile  zerfällt,  so  kommt  auf  jeden  der  End- 
punkte A  und  B  der  Vertikaldruck  32  P,  auf  jeden  der  folgenden  Punkte  C 
und  E  der  Vertikaldruck  mP  und  auf  den  Mittelpunkt  D  der  Vertikal- 
druck iP. 


C                D                 i:  jf 

^^^^ 

Fig. 

^^^^ 

80. 

r 

Um  hier  den  Zug  oder  Druck  zu  ermitteln,  durch  welchen  ein  jeder 
der  Constructionsteile  in  Anspruch  genommen  wird,  wollen  wir  auf  fol- 
gende Weise  verfahren : 
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Im  Auflager  des  Trägers  wirkt  die  Eeaktiou  desjenigen  Druckes, 
den  die  Belastung  des  Trägers  auf  das  Auflager  ausübt  oder  welcher 
von  dem  Träger  auf  das  Auflager  übertragen  wird,  vertikal  aufwärts  und 
sucht  also  den  Träger  vertikal  aufwärts  zu  biegen,  während  derjenige 
Teil  des  Druckes,  den  die  Belastung  auf  den  Endpunkt  des  Trägers  aus- 
übt, denselben  vertikal  abwärts  zu  biegen  strebt;  da  nun  der  erstere  Druck 
gröfser  als  der  letztere  ist,  so  .wird  der  Träger  im  Endpunkte  mit  der 
Differenz  dieser  beiden  Drucke  vertikal  aufwärts  gebogen  und  hat  dieser 
Biegung  durch  die  Festigkeit  der  an  dieser  Stelle  in  Anspruch  genommenen 
Constructionsteile  den  erforderlichen  Widerstand  zu  leisten.  Der  Druck, 
welcher  von  dem  Träger  auf  das  Auflager  übertragen  wird,  ist  aber  iP, 
und  der  Druck,  welchen  die  Belastung  auf  den  Endpunkt  desselben  aus- 
übt, ist  32  P,  der  Druck,  welcher  daher  der  Träger  in  den  Auflagerpunkten 
A  und  B  vertikal  aufwärts  zu  biegen  strebt,  ist 

iP  —        =  HP 

Diesem  Bestreben  ist  von  dem  Balkenteile  AC  und  dem  Zugstabe 
A  F  Widerstand  zu  leisten,  und  zwar  hat  der  Balkenteil  A  C  durch  seine 
Druckfestigkeit  und  der  Zugstab  AF  durch  seine  Zugfestigkeit  Wider- 
stand zu  leisten.  Zur  Bestimmung  dieser  Kräfte,  also  des  auf  den  Balken- 
teil AC  kommenden  Druckes  und  des  auf  den  Zugstab  AF  kommenden 
Zuges  haben  wir  nun  Folgendes: 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  der  Zugstab  AF  mit  dem  Balken 
macht,  mit  cc  und  den  Zug  in  diesem  Stabe  mit  S,  so  haben  wir  diesen 
Zug,  den  wir  noch  nicht  kennen,  nach  der  Eichtung  des  Balkens  und  senk- 
recht darauf,  also  in  eine  horizontale  und  in  eine  vertikale  Componente  zerlegt 
zu  denken.    Bezeichnen  wir  die  erstere  mit  H,  die  letztere  mit  V,  so  ist 

H  V 

-g-  =  cos  « ;   -g-  =  sm  a 

^^^^ö^'  TT  O  TD  O  • 

H  =  S  cos  ß ;  P  =  S  sm  a 
Für  den  Zustand  des  G-leichgewichtes  am  Punkte  A  müssen  sowol  die 
vertikalen  Kräfte  für  sich  als  auch  die  horizontalen  Kräfte  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein,  und  wir  haben  daher  für  die  in  die  vertikale  Rich- 
tung fallenden  Kräfte  die  Bedingungsgleichung 

S  sin  «  =  P 

und  hieraus  13p 

S  = 

sin  « 

Setzen  wir  diesen  Wert  von  S  in  die  Gleichung  für  H  ein,  so  wird 
H  =  MP  cot  a 

und  somit  sind  diese  beiden  Kräfte  S  und  H,  durch  welche  der  Balken- 
teil A  C  und  der  Zugstab  A  F  in  Anspruch  genommen  werden,  bestimmt. 


202 

Am  Punkte  F  wirkt  nun  in  dem  Druckstabe  CF  vertikal  abwärts 
der  Druck  mP,  in  der  Zugstange  AF  der  soeben  bestimmte  Zug  S,  in 
der  Zugstange  FD  ein  Zug,  den  wir  mit  Sj,  und  in  der  Zugstange  FGr 
ein  Zug,  den  wir  mit  Z  bezeichnen  wollen.  Alle  diese  Kräfte  müssen  am 
Punkte  F  sich  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  dieser  Punkt  in  Ruhe  sein 
soll.  Zerlegen  wir  diese  drei  Kräfte  S,  S,  und  Z  nach  horizontaler  und 
vertikaler  Eichtung,  so  müssen  die  horizontalen  Componenten  für  sich  und 
ebenso  die  vertikalen  Componenten  für  sich  im  Gleichgewichte  sein,  wenn 
überhaupt  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  erfüllt  sein  soll. 

Die  vertikalen  Kräfte  sind  aber  35  P,  Ssin«,  SjSina,  Zsin«  und  die 
horizontalen  Kräfte  sind  S  cos  a ,  S,  cos  a ,  Z  cos  a.  Wir  haben  daher  mit 
Rücksicht  auf  die  gleiche  und  entgegengesetzte  Richtung  dieser  Compo- 
nenten die  Bedingungsgleichungen: 

I.    3IP  +  Z  sin  «  —  S  sin  a  —     sin  «  =  0 

und 

II.    S  cos  a  —  Sj  cos  a  —  Z  cos  «  =  0 

Aus  I.  folgt  9  p 

^  S  '  *^  ^  '  '^^ 

und  aus  IL  folgt 


^  '    sm  a 

—  ==  Z 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  zunächst  durch  Sub- 

traction  9  p 


sm  a 

und  dann  aus  IL,  wenn  für  S  und  Sj  die  Werte  gesetzt  werden, 

p         1 7p 
z  =  (M  —  A)  = 

^  ^  sina  sma 

und  hierdurch  sind  die  Zugkräfte  in  den  Stäben  FD  und  FG  bestimmt. 

Dieselben  Verhältnisse  finden  wegen  der  Symmetrie  in  der  andern 
Hälfte  des  Trägers  statt,  so  dafs  der  Druck  in  BE  gleich  ist  dem  Drucke 
in  AC,  der  Druck  in  EH  gleich  dem  Drucke  in  CF,  der  Zug  in  BH 
gleich  dem  Zuge  in  AF,  der  Zug  in  DH  gleich  dem  Zuge  in  DF  und 
der  Zug  in  HG  gleich  dem  Zuge  in  FG. 

Um  endlich  noch  den  Vertikaldruck  in  dem  Druckstabe  DG  zu  be- 
stimmen, haben  wir  zu  berücksichtigen,  dafs  er  mit  den  beiden  vertikalen 
Componenten,  welche  aus  den  Zugkräften  Z  in  den  Zugstangen  FG  und 
HG  hervorgehen,  im  Gleichgewichte  sein  mufs.  Eine  jede  dieser  verti- 
kalen Componenten  ist  aber  Z  sin  a.  Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  in 
dem  Druckstabe  DG  mit  D,  so  ist 

D  =  2  Z  sin  a 
und  wenn  wir  für  Z  seinen  Wert  setzen 

D  =  2.HP  =  HP 
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Wir  können  diesen  Druck  aber  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen : 
Dieser  Druck  besteht  aus  dem  Drucke  \F,  welcher  durch  die  Belastung- 
auf den  Punkt  D  kommt,  und  aus  den  beiden  vertikalen  Componenten, 
welche  am  Punkte  D  aus  den  Zugkräften  in  den  Stäben  FD  und  HD 
hervorgehen.  Eine  jede  dieser  vertikalen  Componenten  ist  S^sin«,  daher 
der  Druck 

D  =  IP  +  2  .Si  sin  « 
und  wenn  wir  für      seinen  Wert  setzen 

D  =  iP4-2.B\P  =  iiP 
Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Balkens  mit  4  a  und  die  Länge  des 
Druckstabes  C  F  mit  h,  so  ist  die  Länge  des  Druckstabes  D  G-  gleich  2  h 
und  die  Länge  eines  jeden  der  Zugstäbe 

s  =  ]/a'-]-h^ 

ferner  ist  h  a  a 

sin  «  =  — ;   cos  «  =  — ;   cot  a  =  -v- 
s  s  h 

und  daher 

S  =  MP  .  f 
a 
h 

S,  =  AP.|- 
Z  =  HP.-1 

Hiernach  lassen  sich  nun  die  Stärken  der  Constructionsteile  berechnen. 
Aus  der  Vergleichung  der  Zahlen  folgt  noch 

^    2  6    s\8 

S  26    1  9 

Es  ist  daher  der  Zug  in  AF  2fmal  so  grofs  als  in  D  F  und  iTimal 
so  grofs  als  in  FG. 

Der  Balken  AB  ist  nach  der  Biegungsfestigkeit  zu  berechnen;  und 
da  er  mit  den  Endpunkten  frei  aufliegt  und  in  den  drei  Punkten  C,  D 
und  E  unterstützt  ist,  so  ist  das  Maximalmoment 

T^sP  .  4a  =  ^VPa 
daher  die  Gleichung  für  die  Tragkraft 

-3VPa  =  k.-5- 
e 

2.  Die  Fachwerkträger. 

Das  Fach  werk  ist  eine  Verbindung  von  Stäben  in  der  Weise,  dafs 
immer  je  drei  derselben  ein  Dreieck  bilden,  weshalb  eine  Verschiebung 
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nicht  möglich  ist.  Die  Verbindung  wird  durch  Gelenkbolzen  bewirkt,  so 
dafs  eine  Drehung  der  Stäbe  um  die  Verbindungspunkte,  welche  Knoten- 
punkte genannt  werden,  stattfinden  kann.  Die  Belastung  ist  nur  in  den 
Knotenpunkten  angebracht,  und  die  Stäbe  werden  daher  nur  durch  Zug 
oder  DiTick  in  Anspruch  genommen.  Wird  aus  einem  solchen  Fachwerk 
ein  Träger  dargestellt,  so  nennt  man  die  Stabreihen,  welche  den  Träger 
nach  oben  oder  unten  begrenzen,  Gurtungen,  die  zwischen  den  Gurtungen 
befindlichen  Stäbe  aber  Gitterstäbe.  Die  Belastung  des  Trägers  findet 
nur  in  den  Knotenpunkten  der  oberen  oder  unteren  Gurtung  statt,  indem 
sie  durch  Querträger  auf  diese  Knotenpunkte  übertragen  wird,  und  es  ist 
nun  Zug  und  Druck  sowol  in  den  Gurtstäben  als  in  den  Gitterstäben  zu 
bestimmen.  In  den  oberen  Gurtstäben  findet  nur  Druck,  in  den  unteren 
Gurtstäben  nur  Zug  statt,  während  bei  den  Gitterstäben  je  ein  Zugstab 
und  ein  Druckstab  aufeinander  folgen. 

Die  Formen  dieser  Träger  sind  verschieden,  sowol  nach  Anordnung 
der  Gurtungen  als  auch  nach  Anordnung  und  Stellung  der  Gitterstäbe. 
Die  Gurtungen  bilden  entweder  gerade  Linien,  welche  mit  einander  parallel 
sind,  oder  die  eine  Gurtung  ist  eine  gerade  Linie,  die  andere  ein  Polygon- 
teil, oder  endlich  beide  Gurtungen  sind  Polygonteile.  Die  Gitterstäbe 
bilden  entweder  gleichschenkelige  oder  rechtwinkelige  oder  beliebige  Drei- 
ecke. Gewöhnlich  sind  sie  so  angeordnet,  dafs  der  eine  vertikal,  also 
senkrecht  zwischen  den  Gurtungen  steht,  der  andere  aber  mit  der  Verti- 
kalen einen  Winkel  büdet,  weshalb  man  auch  den  einen  als  Vertikale  den 
anderen  als  Diagonale  bezeichnet. 


Fig.  Sl. 


Wir  wollen  zuerst  einen  Träger  mit  geradlinigen  parallelen  Gur- 
tungen, Figur  81,  betrachten,  dessen  Gitterstäbe  beliebige  Dreiecke  bilden, 
und  annehmen,  die  Last  sei  über  den  Träger  gleichmäfsig  verteilt  und  an 
der  unteren  Gurtung  angebracht.  Ist  1  die  Länge  des  Trägers  und  kommt 
auf  die  Längeneinheit  die  Belastung  p,  so  ist  pl  die  ganze  Belastung 
des  Trägers;  liegt  er  mit  seinen  beiden  Enden  frei  auf,  so  übt  er  auf 
jedes  Auflager  einen  Druck  gleich  spl  aus,  so  dafs  die  Auflagerreaktion 
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ebenfalls  gleich  ipl  ist.  Um  nun  zunächst  die  Spannungen  in  den 
Gurtungen  zu  bestimmen,  betrachten  wir  einen  beliebigen  Querschnitt  MN, 
welcher  sich  in  der  beliebigen  Entfernung  x  vom  Auflager  B  befindet 
und  auf  den  Gurtungen  senkrecht  steht.  Wegen  der  IJnverschiehlichkeit 
der  Constructionsteile  kann  man  das  System  als  ein  festes  G-anze  be- 
trachten und  daher  die  Mittellinie  mn  als  die  neutrale  Axe  des  Trägers 
ansehen.  Der  Durchschnittspunkt  C  der  Geraden  MN  mit  der  Geraden  mn 
ist  daher  der  Mittelpunkt  des  betrachteten  Querschnittes. 

Die  Auflagerreaktion  hat  das  Bestreben  den  Trägerteil  BM  auf- 
wärts zu  biegen  und  hierbei  die  obere  Gurtung  im  Punkte  N  zu  zer- 
drücken und  die  untere  Gurtung  im  Punkte  M  zu  zerreifsen,  sowie  über- 
haupt den  Querschnitt  MN  um  seinen  Mittelpunkt  C  zu  drehen.  Das 
Moment,  welches  diese  Drehung  zu  bewirken,  also  den  Träger  im  Quer- 
schnitte MN  zu  zerstören  strebt,  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise: 

Die  Eeaktion  im  Auflager  B  ist  ^pl,  und  ihr  Hebelarm  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  C  ist  x,  daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt 

Iplx 

Diesem  Momente  wirkt  die  Belastung  der  Strecke  x,  das  ist  p  x  ent- 
gegen, denn  sie  sucht  eine  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  be- 
wirken; der  Hebelarm  dieser  Belastung  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 
ist  ^x,  und  daher  ist  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 

p  X  .  2  X 

Dasjenige  Moment,  welches  eine  Drehung  bewirken  kann,  ist  daher 
gleich  der  Differenz  dieser  beiden  Momente,  das  ist 
ipl.x  —  px.2X  =  5px(l  —  x) 

Diesem  auf  Bruch  wirkenden  Momente  haben  nun  die  an  den  Stellen  M 
und  N  der  Gurtungen  hervorgerufenen  Spannungen  Widerstand  zu  leisten 
und  zwar  in  der  oberen  Gurtung  den  Widerstand  gegen  das  Zerdrücken 
und  in  der  unteren  Gurtung  den  Widerstand  gegen  das  Zerreifsen. 

Die  Sichtungen,  in  welchen  diese  Spannungen  wirken,  fallen  mit 
den  Eichtungen  der  Gurtstäbe  zusammen  und  stehen  daher  auf  der  Ebene 
des  Querschnittes  MN  senkrecht.  Bezeichnen  wir  die  Höhe  des  Trägers 
mit  a,  so  sind  die  Hebelarme  dieser  Widerstände  in  Beziehung  auf  den 
Punkt  C  einander  gleich,  und  ein  jeder  ist  gleich  ia.  Bezeichnen  wir 
daher  ferner  eine  jede  dieser  Spannungen,  die  wir  ebenfalls  als  gleich  an- 
zunehmen haben,  mit  t,  so  ist  das  Moment  einer  jeden  solchen  Spannung 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  C 

t .  ia 

und  da  sie  beide  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  zu  bewirken  streben, 
so  ist  das  Gesamtmoment  der  Widerstände,  welche  dem  oben  bestimmten 
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auf  Bruch  wirkenden  Momente  entgegenwirken,  oder  das  Widerstands- 
moment des  Querschnittes  MN  gleich  der  Summe  dieser  beiden  Momente 
der  Spannungen,  mithin  gleich 

2  .  t .  i  a  =  t  a 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  der  am  Querschnitte  MN  wir- 
kenden Kräfte  haben  wir  daher  die  Gleichung 

ta  =  ipx  (1  —  x) 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Gröfse  der  Spannungen  in  den  Punkten  M 
und  N  der  Gurtungen 

.       px(l  — X) 
2^ 

Da  nun  der  Querschnitt  MX  ein  beliebiger  ist,  so  kann  man  aus 
dieser  Gleichung  die  Spannungen  in  einem  jeden  Querschnitte  bestimmen, 
wenn  man  für  x  die  entsprechenden  Werte  setzt. 

Aus  der  Gleichung  ergiebt  sich  aber  auch  noch,  dafs  die  Gröfse  dieser 
Spannungen  von  dem  Werte  von  x,  also  von  dem  Abstände  des  Quer- 
schnittes vom  Auflager  abhängig  ist,  dafs  diese  Abhängigkeit  aber  nicht 
von  X  allein  bestimmt  wird,  sondern  vielmehr  von  dem  Werte,  welchen 
das  Produkt  x  (1  —  x)  für  verschiedene  Werte  von  x  annimmt.  Denn  wenn 
X  wächst,  so  wächst  der  Faktor  x,  während  der  andere  Faktor  1  —  x  ab- 
nimmt. Wir  haben  nun  schon  früher  bemerkt,  dafs  dieses  Produkt  seinen 
gröfsten  Wert  dann  erlangt,  wenn  beide  Faktoren  einander  gleich  werden, 
und  dafs  dieser  Fall  eintritt,  wenn  x  =  il  wird.  Setzen  wir  daher 
X  =  4rl  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird 

p.jKl-jl)^  pl^ 
2a  8a 

und  da 

p.il.il  =  ipP 
das  Maximalmoment  ist,  so  ist 


der  gröfste  Wert,  den  die  Spannungen  in  den  Gurtungen  annehmen  können ; 
denn  für  jeden  andern  Wert  von  x  nimmt  t  einen  kleineren  Wert  an. 
Da  nun  aber  für  x  =  ^  1  der  Querschnitt  in  der  Mitte  des  Trägers  liegt, 
so  ist  dieses  auch  der  gefährliche  Querschnitt  des  Trägers. 

Für  X  =  0  und  x  =  1  wird  t  =  o,  und  dieses  heifst,  dafs  an  den 
Auflagern  in  den  Gurtungen  keine  Spannung  vorhanden  ist. 

Bezeichnet  man  den  Querschnitt  der  Gurtstäbe  in  der  Entfernung  x 
vom  Auflager  B  mit  f,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  f  für  die 
Stäbe  der  oberen  Gurtung  die  Gleichung 

,  .  _  px(l— X) 
2a 
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und  mithin  ist  der  Querschnitt  in  der  oberen  Gurtung 

f  =  px(l  — x) 
2ak, 

Zur  Bestimmung  von  f  für  die  Stäbe  der  unteren  Gurtung  haben  wir 
die  Gleichung 

,  px(l-x) 
2a 

und  mithin  ist  der  Querschnitt  in  der  unteren  Gurtung 

f       px(l  — x) 

2ak 

In  der  Mitte  des  Trägers  ist  dann  für  die  obere  Gurtung 

f=-Pll- 
8aki 

und  für  die  untere  Gurtung 


8ak 

Für  Stabeisen  ist  k,  =  k,  weshalb  die  letzte  Gleichung  für  beide 
Gurtungen  gilt. 

Für  die  Tragfähigkeit  des  Trägers  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

8kaf 
Pl=-y- 

und  es  ist  somit  die  Tragfähigkeit  dem  Querschnitte  der  Gurtstäbe  in 
der  Mitte  des  Trägers  und  der  Höhe  desselben  direkt,  seiner  Länge  aber 
umgekehrt  proportional.  Für  die  Belastung  der  Längeneinheit  haben  wir 
noch  die  Gleichung 

8kaf 

Da  die  Spannungen  in  den  Stäben  der  Gurtungen  von  der  Mitte 
nach  den  Auflagern  zu  abnehmen  und  an  den  Auflagern  selber  gleich 
null  sind,  so  könnten  auch  die  Stäbe  von  der  Mitte  nach  den  Auflagern 
zu  beständig  schwächer  werden  und  am  Auflager  selber  unendlich  dünn 
sein,  wenn  ihre  Stärke  lediglich  von  den  Spannungen  abhängig  wäre; 
allein  sie  haben  auch  der  Verschiebung  normal  gegen  ihre  Längenaxen 
Widerstand  zu  leisten,  weshalb  wir  noch  folgende  Betrachtung  anzustellen 
haben : 

Stellen  wir  uns  vor,  der  Träger  werde  in  dem  Querschnitte  MN 
festgehalten,  so  dafs  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt  C  des  Querschnittes 
nicht  möglich  ist,  so  werden  die  in  vertikaler  Kichtung  wirkenden  Kräfte 
5pl  und  px  das  Bestreben  äufsern,  den  Träger  in  diesem  Querschnitte 
abzuschieben  und  zwar  die  Kraft  ^pl  in  der  Richtung  nach  oben  und  die 
Kraft  px  in  der  Richtung  nach  unten,  so  dafs  die  zum  Abschieben  wirk- 
lich vorhandene  Kraft  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Kräfte  ist.  Da 
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nun  ipl  gröfser  als  px  ist,  so  ist  die  zum  Abschieben  vorhandene  und 
vertikal  aufwärts  g-erichtete  Kraft 

5pl  —  px  =  p  (H  —  x) 
und  es  geht  hieraus  hervor,  dafs  diese  vertikale  Schubkraft  vom  Werte 
von  X,  also  von  dem  Abstände  des  Querschnittes  vom  Auflager  abhängt. 

Für  X  =  0,  das  ist  am  Auflager  selber,  wird  sie  gleich  ^ipl,  also 
gleich  der  Auflagerreaktion;  und  dieses  ist  der  gröfste  Wert,  den  sie 
überhaupt  annehmen  kann.  Denn  je  gröfser  x  wird,  um  so  kleiner  wird 
die  Differenz  II  —  x;  je  weiter  daher  der  Querschnitt  nach  der  Mitte  des 
Trägers  zu  vom  Auflager  sich  entfernt,  um  so  kleiner  wird  die  zum  Ab- 
schieben vorhandene  Vertikalkraft.  Für  x  =  H  wird  die  Yertikalkraft 
gleich  null,  dieses  heifst  aber,  in  der  Mitte  des  Trägers  ist  keine  Kraft 
-vorhanden,  welche  den  Träger  abzuschieben  strebt. 

Während  mithin  die  Spannungen  in  den  Gurtungen  vom  Auflager 
bis  zur  Mitte  wachsen  und  hier  am  gröfsten  werden,  nimmt  die  Schub- 
kraft vom  Auflager  bis  zur  Mitte  ab,  wo  sie  null  wird:  und  es  fällt  daher 
der  gefährliche  Querschnitt  des  Trägers  mit  derjenigen  Stelle  zusammen, 
an  welcher  die  zum  Abschieben  vorhandene  Vertikalkraft  null  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Querschnitt  der  Gurtstäbe  in  Beziehung  auf  das 
Abschieben  mit  f  .  so  ist  die  abzuschiebende  Fläche  gleich  2f  und  wir 
haben  zur  Bestimmung  von  f  die  Gleichung 

2k,f  =  p(U-x) 

woraus  folgt 

ff  _  P(il-x) 
2.k2 

Da  nun  für  x  0  die  Schubkraft  am  gröfsten  wird,  so  bekommen 
w4r  den  dieser  gröfsten  Schubkraft  entsprechenden  Querschnitt  der  Gurt- 
stäbe, wenn  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  x  =  0  setzen.  Für  diesen 
Wert  von  x  wird  aber 

f  _  ±L 

-  4k, 

oder  weil  für  Stabeisen  k^  =  0,8  k  ist 

4.0,8k 

Vergleichen  wir  nun  den  Querschnitt,  welcher  der  gröfsten  Spannung 
entspricht,  mit  dem  Querschnitte,  welcher  der  gi'öfsten  Schubkraft  entspricht, 
oder  den  Querschnitt  für  die  Mitte  des  Trägers  mit  dem  Querschnitte  für 
das  Auflager  desselben,  so  erhalten  wir 

pl 

1.  _   ^  •  0>8k    a 

f  "~      pl^      ~  0,41 
8ak 
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und  es  lälst  sich  nun  der  eine  dieser  Quersclinitte  durch  den  anderen 
bestimmen. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  die  Spannung  in  den  G-urtungen  im  Ab- 
stände X  vom  Auflager  durch  die  Gleichung 

.          px(l— X) 

2^^ 

dargestellt  wird.  Bezeichnen  wir  nun  die  in  einem  anderen  Abstände  x' 
vom  Auflager  vorhandene  Spannung  mit  t',  so  ist  auch 

px^q-xQ 
^  ~        2a  ' 
Ist  nun  x'  gröfser  als  x,  so  ist  auch  t'  gröfser  als  t,  und  die  Diffe- 
renz der  beiden  Spannungen  t'  —  t  stellt  dann  die  Zunahme  der  Spannung 
für  die  Strecke  x'  —  x  dar.    Es  ist  aber 

^,  ^  ^  px^  (1  — —  px(l  — X) 

2  a 

=^  2^a  (x'l-x'=^-xl  +  x^) 

Ist  nun  x'  —  X  der  Abstand  zweier  Knotenpunkte,  also  zweier  Punkte, 
in  denen  je  zwei  Gitterstäbe  zusammenstofsen ,  so  ist  t'  —  t  diejenige 
Horizontalspannung,  welche  in  den  am  Knotenpunkte  x  zusammenstofsen- 
den  Gitterstäben  den  Zug  und  Druck  erzeugt.  Bezeichnen  wir  den  Ab- 
stand zweier  Knotenpunkte  mit  e,  ist  also 

x'  —  X  e 

so  ist 

x'  =  e  -|-  X 

setzen  wir  diesen  Wert  von  x'  in  die  letzte  Gleichung  ein,  während  wir 
zugleich  die  Differenz  t'  —  t  mit  r  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

und  wenn  wir  e  gegen  1  unberücksichtigt  lassen,  was  wir  um  so  mehr 
können,  je  kleiner  e  gegen  1  ist,  so  erhalten  wir  weiter 

Aus  dieser  Gleichung  läfst  sich  nun  die  Spannungszunahme  für  jeden 
Knotenpunkt,  also  diejenige  Horizontalkraft  bestimmen,  welche  in  den  an 
dem  betreffenden  Knotenpunkte  zusammenstofsenden  Gitterstäben  den  Zug 
und  Druck  erzeugt,  wenn  wir  für  x  die  entsprechenden  Werte  setzen. 

W  enck,  Baumecbanik.  14 
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Ferner  folgt  aus  dieser  Grleichung,  dafs  für  x  =  U  die  Horizontalkraft 
r  =  0  wird,  dafs  also  in  der  Mitte  des  Trägers  eine  Spannungszunahme 
nicht  statt  findet,  so  wie,  dafs  t  wächst,  wenn  x  abnimmt,  und  für  x  =  0, 
das  ist  am  Auflager,  seinen  gröfsten  Wert  erlangt,  nämlich 

  pel 

^  HT 

Die  Gitterstäbe  haben  daher  am  Auflager  den  gröfsten  Zug  und 
Druck  auszuhalten. 

Für  die  Bestimmung  des  Zugs  und 
Drucks  in  den  Gitterstäben  ergiebt  sich  aber 
Folgendes : 

Ist,  Figur  82,  AB  ein  Zugstab,  BC 
ein  Druckstab,  macht  AB  mit  den  Gur- 
tungen den  Winkel  a  und  B  C  den  Winkel 
ß,  und  zerlegen  wir  BD  =  r  nach  den 
Richtungen  A  B  und  B  C  in  die  Componen- 
ten  B  E  ==  z  und  B  F  =  d,  so  dafs  z  den 


Fig.  82. 


Zug,  d  den  Druck  darstellt,  so  ist 


sin  ß 


sin  ß 


sin  [180  — (a  +  /^)] 
sin  a 


also 


sin  (a  -f-  ß) 

sin  a 
sm(a-^ß) 


sin  [180  —  (a  +  ß)] 

  sin  ß 

^  ~    sin  (a  +  ß)  ^ 
,  sin  a 

^  ^    sin  (a^rß) 

Sind  die  Winkel,  welche  die  Gitterstäbe  mit  den  Gurtungen  machen, 
einander  gleich,  ist  also  a  ==  ß.  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

  sin  a  T 

^  ~  sin  2«  ^  ^ 
sin  a 


d  = 


2  cos  rt 

T 


sin  2  a  2  cos  « 

und  es  ist  daher  Zug  und  Druck  in  den  Gitterstäben  einander  gleich. 
Ist  «  =    =  45",  so  ist 


(sin  «  +  /?} 


daher 


1  :  sin  a  =  —=z 
]/2 


T 


Ist  der  Zugstab  vertikal,  also  «  =  90°,  während  der  Druckstab  den 
Winkel  ß  bildet,  so  folgt  aus  den  obigen  Gleichungen 
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sm  ß 
"sin  (90  +  ß) 
sin  90 


r  .  tan  ß 


sin  (90  +  ^)  C0Sj5 
Ist  der  Druckstab  vertikal,  also  /?  ==  90^  und  der  Winkel  des  Ziig- 
stabes  a,  so  folgt  aus  den  Gleichimgen 

z  =  — - — ;  d  =  r  .  tan  a 
cos  a  ' 

Zur  Bestimmung  der  Stärke  oder  der  Querschnittsfläche  eines  Zug- 
stabes haben  wir,  wenn  wir  die  Querschnittsfläche  mit  u  bezeichnen,  die 
Gleichung 


ku  =  z,  also  u  = 


k 


so 


k,v 


d,  also  V  =  -T— 


Bezeichnen  wir  die  Querschnittsfläche  eines  Druckstabes  mit  v 
haben  wir  zur  Bestimmung  derselben  die  Gleichung 

d 
kl 

Wir  wollen  nun  einen  Träger  betrachten,  bei  welchem  die  Gurtungen 
nicht  geradlinig  und  parallel  sind,  sondern  wo  eine  jede  derselben  als  ein 
Polygonteil  anzusehen  ist,  Figur  83.  Wir  nehmen  wieder  an,  die  Last 
sei  über  den  Träger  gleichmäfsig  verteilt,  bezeichnen  mit  1  die  Länge  des 
Trägers  und  mit  p  die  auf  die  Längen- 
einheit kommende  Belastung,  so  dafs  pl 
die  ganze  Belastung  des  Trägers  ist. 
Liegt  der  Träger  mit  seinen  beiden 
Enden  frei  auf,  so  ist  die  Auflager- 
reaktion  auf  jeder  Seite  gleich  ipl.  Be- 
trachten wir  einen  beliebigen  Querschnitt 
MN,  welcher  im  Abstände  x  vom  Auf- 
lager A  sich  befindet,  so  ist 

ipx(l-  x) 
dasjenige  Moment,  welches  den  Quer- 
schnitt zu  drehen  strebt,  also  das  im  Querschnitte  MN  auf  Bruch  wirkende 
Moment.  Die  in  den  Gurtstäben  erzeugten  und  in  der  Eichtung  der  Gurt- 
stäbe wirkenden  Spannungen  t  stehen  nun  nicht  auf  der  Ebene  des  Quer- 
schnittes senkrecht  und  müssen  mithin  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden, 
von  denen  die  eine  auf  dem  Querschnitte  senkrecht  steht,  die  andere  in 
den  Querschnitt  hineinfällt.  Die  auf  dem  Querschnitte  senkrecht  stehen- 
den Componenten  sind  dann  diejenigen  Kräfte,  welche  die  Drehung  des 
Querschnittes  zu  verhindern  streben,  und  deren  Gesamtmoment  dem  auf 
Bruch  wirkenden  Momente  entgegen  wirkt,  mithin  das  Widerstandsmoment 
des  Querschnittes  MN  ist.   Bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die  Rich- 

14* 
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tungen  der  Gurtstäbe  mit  den  auf  der  Ebeue  errichteten  Senkrechten 
machen,  mit  a,  so  ist  diejenige  Componente  der  Spannung  t,  welche  auf 
dem  Querschnitte  MN  senkrecht  steht,  gleich  t  cos  «.  Bezeichnet  man 
ferner  den  Abstand  der  Gurtstäbe  im  Querschnitte  M  X,  das  ist  die  Strecke 
MN  mit  a,  so  ist  in  Beziehung  auf  den  Mittelpunkt  C  der  Hebelarm 
einer  jeden  dieser  beiden  Componenten  gleich  und  mithin  ihr  Moment 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  gleich 

t  cos  «  .  i  a 

und  da  sie  die  Drehung  in  demselben  Sinne  zu  bewirken  streben,  so  i.-t 

•  2t  cos  «  .  ia  =  at  cos  a 
ihr  Gesamtmoment,  mithin  das  Widerstandsmoment  des  Querschnittes  MX. 
Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  der  am  Querschnitte  MX  wirkenden 
Kräfte,  haben  wir  daher  die  Gleichung 

at  cos  «  =  5px  (1  —  x) 
und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Gröfse  der  Spannungen  selbst 

^        pxil  — X) 

2a  cos  a 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  Gurtstäbe,  durch  welche  der  Quer- 
schnitt MX  gelegt  wurde,  mit  n  und  die  Fachweite  mit  e,  so  ist 

e 

—  =  cos  a 
n 

und  wenn  wir  dieses  in  die  Gleichung  einführen,  so  wird 

.         px(l— X)  n_ 

^~      2a      '  e 
Xach  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  die  Spannungen  für  jeden 
Wert  von  x  berechnen. 

3.  Die  Bachträger. 

Der  einfachste  Dachträger  von  Eisen  besteht  aus  den  Sparren  AC 
und  BC  und  der  Zugstange  AB,  Figur  84.    Die  Stange  CD  dient  nur 


Fig.  S4. 

zur  Unterstützung  der  Zugstange  AB,  ist  aber  auf  die  Verteilung  der 
Kräfte  ohne  Einflufs. 

Die  Kräfte  lassen  sich  bei  dieser  Construction  ebenso  bestimmen, 
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wie  es  früher  bei  den  Dächern  von  Holz  geschehen  ist.  Bezeichnen  wir 
die  Belastung  eines  Sparrens  mit  Q,  so  kommt  auf  einen  jeden  TJnter- 
stützungspunkt  desselben  der  Vertikaldruck  i  Q,  so  dafs  in  C  der  Yertikal- 
druck  Q  vorhanden  ist.  Dieser  wird  nach  der  Eichtung  der  beiden 
Sparren  in  die  gleichen  Componenten  S  und  nach  horizontaler  Richtung 
in  die  gleichen  Componenten  Hi  zerlegt.  Ist  a  der  Winkel,  den  der 
Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  so  ist 

8  =  4^;  Hj  =  IQcota 
sin «  * 

Der  Druck  pflanzt  sich  nach  dem  Fulspunkte  des  Sparrens  fort  und 
zerlegt  sich  hier  in  eine  horizontale  Componente  H  und  in  eine  vertikale 
Componente  V;  und  es  ist 

'H  =^  S  cos  « ;  V  =  S  sin  a 
und  setzen  wir  für  S  seinen  Wert,  so  ist 

H  =  IQ  cot  a;  Y  ==hQ 

Der  Horizontalkraft  H  hat  die  Zugfestigkeit  der  Stange  AB  Wider- 
stand zu  leisten,  die  Vertikalkraft  V  aber  wird  von  der  Unterstützung  des 
Fufspunktes  des  Sparrens  oder  vom  Auflager  des  Trägers  aufgenommen. 

Der  Sparren  hat  dem  Drucke  S  mit  seiner  Druckfestigkeit  Wider- 
stand zu  leisten.  Ferner  ist  die  Belastung  des  Sparrens  Q  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zu  zerlegen.  Die  erstere 
Componente  ist  Q  sin  a  nnd  die  letztere  ist  Q  cos  cc.  Dieser  letzteren  Com- 
ponente hat  der  Sparren  durch  seine  Biegungsfestigkeit  Widerstand  zu 
leisten. 

Die  Kräfte,  durch  welche  die  Constructionsteile  in  Anspruch  genommen 
werden,  lassen  sich  aber  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

Ein  jedes  Auflager  des  Trägers  hat  den  Vertikaldruck  Q  aufzu- 
Xiehmen.  Die  Reaktion  dieses  Druckes  sucht  daher  den  Träger  am  Auf- 
lager vertikal  aufwärts  zu  biegen,  während  er  von  demjenigen  Teile  der 
Belastung,  welcher  auf  die  Endpunkte  A  und  B  der  Sparren  kommt,  und 
welcher  gleich  iQ  ist,  vertikal  abwärts  gebogen  wird.  Diejenige  Kraft, 
welche  den  Träger  in  den  Punkten  A  und  B  vertikal  aufwärts  zu  biegen 
strebt,  ist  daher  die  Differenz  dieser  beiden  Drucke,  also  gleich  4  Q.  Es 
entsteht  aber  hierdurch  in  der  Stange  AB  ein  Zug  und  in  einem  jeden 
der  Sparren  AC  und  BC  ein  Druck.  Zur  Bestimmung  dieses  Zuges  und 
Druckes  haben  wir  nun  Folgendes:  Bezeichnen  wir  den  Zug  in  der 
Stange  AB,  den  wir  noch  nicht  kennen,  mit  H  und  zerlegen  sowol  diesen 
Zug  als  auch  den  vertikal  aufwärts  gerichteten  Druck  iQ  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  BC  und  senkrecht  darauf,  Figur  85,  so  müssen, 
wenn  am  Punkte  B  rücksichtlich  dieser  Kräfte  Gleichgewicht  bestehen 
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soll,  die  in  die  EichtiiDg  des  Sparrens  fallenden  Componenten  von  diesem 
aufgenommen  und  nach  dem  Punkte  C  fortgepflanzt  werden,  die  auf  der 


Fig.  So. 

Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten  alDer  sich  das  Gleich- 
gewicht halten.  Die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallenden  Compo- 
nenten sind  h  Q  sin  a  und  H  cos  a 

und  die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten  sind 
h  Q  cos  a  und  H  sin  a 
Es  muls  daher  für  das  Gleichgewicht  sein 
H  sin  «  =  5  Q  cos  a 
und  hieraus  folgt  weiter       H  =  5  Q  cot  « 
wodurch  der  Zug  in  der  Stange  AB  bestimmt  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Druck  im  Sparren  mit  S,  so  mufs  sein 
S  =  5  Q  sin  «  +  H  cos  « 
und  wenn  wir  für  H  seinen  Wert  setzen 

S  =  5  Q  sin  ß  -|-  5  Q  cot  a  cos  « 
,  „  sin^rt  cos'^a 


sm  «        '  ^  sm  « 
sin  « 

und  hierdurch  ist  auch  der  Druck  in  einem  jeden  der  Sparren  bestimmt. 

Der  Druck  S,  welcher  sich  in  einem  jeden  Sparren  bis  zum  Punkte  C 
fortpflanzt,  ist  hier  in  eine  horizontale  Componente  H'  und  in  eine  verti- 
kale Componente  V  zu  zerlegen;  und  es  ist 

=  Scos«;  Y'  =  Ssin« 
daher,  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

H'  =  ^^Qcot«;  r  =  iQ 
Die  beiden  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt 
gerichtet  und  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht;  die  beiden  vertikalen 
Componenten  aber,  deren  Summe  gleich  Q  ist,  sind  vertikal  aufwärts  ge- 
richtet und  befinden  sich  daher  im  Gleichgewichte  mit  der  im  Punkte  C 
vertikal  abwärts  wirkenden  Belastung  Q. 

Bezeichnet  man  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  die  Höhe 
desselben  mit  h,  so  ist  die  Sparrenlänge 

s  =  ya"^  +  h^ 
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und  daher 

h  a        ,  a 

sin  «  -=  — ;   cos  «  =  — ;   cot  «  =  -r- 
s  '  s  h 

so  wie 

und  der  Normaldruck  gegen  den  Sparren,  dessen  Dimensionen  danach 
berechnet  werden  müssen,  ist 

Ein  anderer  Träger,  Figur  86,  besteht  aus  den  Sparren  AC  und  BC, 
so  wie  *den  Zugstangen  AD,  BD  und  C D.  Ist  die  gleichmäfsig  ver- 
teilte Belastung  des  Trägers  gleich  2  Q,  so  wirkt  im  Punkte  C  der  Druck  Q, 
in  den  Punkten  A  und  B  aber  der  Druck  i  Q  vertikal  abwärts.  Die  Auf- 
lagerreaktion in  einem  jeden  der  Punkte  A  und  B  ist  gleich  Q,  daher  die 
Kraft,  mit  welcher  der  Träger  in  diesen  Punkten  vertikal  aufwärts  gebogen 
wird,  gleich  ^Q. 


Fig.  86. 


Diese  Kraft  ist  nach  der  Eichtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zu 
zerlegen.    Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte 
macht,  mit  a,  so  ist  die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallende  Componente 
iQsina  und  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechte  Componente 
cos  a. 

Bezeichnen  wir  den  Zug  in  der  Stange  BD  mit  H,  so  ist  dieser 
ebenfalls  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  eine  in  die 
Eichtung  des  Sparrens  fällt,  die  andere  auf  dieser  Eichtung  senkrecht 
steht.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Eichtung  der  Stange  BD  mit 
dem  Horizonte  macht,  mit  ß,  so  ist  die  in  die  Eichtung  des  Sparrens 
fallende  Componente  gleich  H  cos  (a  —  ß)  und  die  auf  der  Eichtung  des 
Sparrens  senkrechte  Componente  gleich  H  sin  (a  —  ß). 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  müssen  nun  die  in  die  Eichtung 
des  Sparrens  fallenden  Componenten  von  diesem  aufgenommen  und  nach 
dem  Punkte  C  fortgepflanzt  werden;  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens 
senkrechten  Componenten  müssen  sich  aber  das  Gleichgewicht  halten. 
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Die  in  die  Richtung  des  Sparrens  fallenden  Componenten  sind  aber 
i  Q  sin  a  und  H  cos  («  —  ß) 
und  die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten  sind 
i  Q  cos  a  und  H  sin  {a  —  ß) 
Es  muls  daher  für  den  Gleichgewichtszustand  sein 
H  sin  {a  —  ß)  =  i  Q  cos  « 
und  hieraus  folgt  ,  ^ 


sin  (a  —  ß) 

Bezeichnen  wir  den  Druck  im  Sparren  mit  S,  so  ist 
S  =  i  Q  sin  «  +  H  cos  [a  —  ß) 
und  wenn  wir  für  H  seinen  Wert  setzen,  so  ist 

o  \  r\    -  I         4Q  cos  « 

S  =  4Qsm«+  cos(«-,J) 

=     ^"^^  ^)  [^iii   (sin  «  cos  — cos  a  sin  /?)  +  cos  a  (cos  «  cos  -j-  sin  a  sin  /5 )] 

  ^  Q  cos  ]^ 

sin  {a-^ß) 

Am  Punkte  D  werden  die  beiden  Zugkräfte  H  nach  der  Richtung 
der  Zugstange  CD  und  senkrecht  darauf,  also  in  eine  horizontale  und  in 
eine  vertikale  Componente  zerlegt.  Die  in  die  Richtung  der  Zugstange 
fallenden  Componenten  sind  H  sin  ß  und  die  auf  dieser  Richtung  senk- 
rechten Componenten  sind  H  cos  ß.  Die  letzteren  sind  einander  gleich 
und  entgegengesetzt,  sie  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht;  die  ersteren 
sind  aber  von  der  Zugstange  CD  aufzunehmen.  Bezeichnen  wir  daher 
den  Zug  in  dieser  Stange  mit  Z,  so  ist 

Z  =  2  H  sin 

und  wenn  wir  für  H  seinen  Wert  setzen 

7       9       iQ  cos«    ^.      ^  Q  cos  g  sin  ß 
•   sin  («  —  ß)        ^         sin  (a  —  ß) 
Der  Xormaldruck  gegen  den  Sparren  endlich  ist 
X  =  Q  cos  a 

Der  Druck  S,  welcher  sich  in  einem  jeden  Sparren  bis  zum  Punkte  C 
fortpflanzt,  ist  hier  in  eine  horizontale  Componente  H'  und  in  eine  ver- 
tikale Componente  W  zu  zerlegen;  und  es  ist 

H'  =  S  cos  ß ;  V'  =  S  sin  a 
daher,  wenn  man  für  S  seinen  Wert  setzt, 

,        \ Q  cos  a  cos ß  IQ  sin  «  cos  ß 


sin  (a  —  ß)     '  sin  (a  —  ß) 

Die  beiden  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt 
und  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  die  beiden  vertikalen  Componenten 
aber,  deren  Summe  Qsinacos/5 

sin  («  —  ß) 
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ist,  wirken  vertikal  aufwärts.  Im  Punkte  C  wirken  aber  vertikal  abwärts 
die  Belastung  Q  und  der  Zug  Z  in  der  Stange  CD.  Für  den  Zustand 
des  Gleichgewichtes  am  Punkte  C  mufs  daher  sein 

rj   ,   r\        Q  sin  «cos/? 

^  +  sin(«-/5) 

hieraus  folgt  nun 

„        Q  sin  a  cos  ß  ^ 

sin(«-/9)  ^ 

sin  «  cos  /g  —  sin  ja  —  ß)  \ 
sin  (a  -  ß)  ) 
Q  (sin  «  cos  /?  —  sin  «  cos  /S  +  cos  a  sin  ß) 
sin  [a  —  ß) 

  Q  cos  a  sin  ß 

sin(«  —  ß) 

wodurch  der  Zug  in  der  Stange  CD  ebenfalls  bestimmt  ist. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a,  die  Höhe  mit  h 
und  den  Abstand  DE  mit  h',  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 

s  =  -]/?^  +  h'^ 
und  die  Länge  der  Zugstange  BD 


Q  (- 


1  =  -)/a2  -I-  h'=^ 

Drücken  wir  die  trigonometrischen  Functionen  durch  diese  Längen 
aus,  so  ist 

h  a 

sm  «  =  — ;   cos  ß  ==  — 
s  '  s 

sm  /5  =  y ;    cos     =  y 

Nun  ist 

sin  («  —  ß)  =  sin  «  cos    —  cos  a  sin  ß 
daher  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Werte 

.   /  ha  ah' 

sin  («  —  ß)  =  .  — 

^  s     1        s  1 

Hiernach  wird  nun 

^  "~  '    T  •  a(h-h')  —  '  ^  h^-P 


s     1     a(h  — hO 


h  — h 
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und  es  können  daher  die  Querschnittsdimensionen  der  Constructionsteile 
berechnet  werden. 

Ist  der  Sparren  so  lang,  dafs  er  einmal  gestützt  werden  mufs,  so 
geschieht  dieses  gewöhnlich  in  der  Mitte.    Bei  der  Construction,  Figur  87, 


wird  diese  Unterstützung  durch  die  Stäbe  E  D  und  F  D  bewirkt.  Bezeichnet 
Q  die  Belastung  eines  Sparrens,  so  kommt  auf  den  Mittelpunkt  desselben 
der  Vertikaldruck  tQ  und  auf  jeden  Endpunkt  der  Vertikaldmck  tbQ. 
Die  im  Auflager  des  Trägers  vertikal  aufwärts  wirkende  Kraft  ist  daher 

Diese  ist  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  senk;echt  darauf  zu 
zerlegen.  Ist  a  der  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte  macht, 
so  ist  die  in  die  Richtung  des  Sparrens  fallende  Componente  IIQ  sin  « 
und  die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechte  Componente  II  Q  cos  a. 
Wird  der  Zug  in  der  horizontalen  Stange  BD  mit  H  bezeichnet,  so  ist 
dieser  ebenfalls  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zu 
zerlegen.  Die  in  die  Richtung  des  Sparrens  fallende  Componente  ist 
H  cos  a,  und  die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechte  Componente 
ist  H  sin  a.  Wenn  nun  am  Auflager  B  Gleichgewicht  sein  soll,  so  müssen 
die  in  die  Richtung  des  SpaiTens  fallenden  Componenten  von  diesem  auf- 
genommen und  nach  dem  Punkte  C  fortgepflanzt  werden,  während  die  auf 
der  Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten  sich  das  Gleichgewicht 
halten  müssen.  Die  erstgenannten  Componenten  sind 
H  Q  sin  a  und  H  cos  a 

und  die  letzteren  sind 

HQ  cos  a  und  H  sin  a 
Es  mufs  daher  für  das  Gleichgewicht  sein 


H  sin  6^  =     Q  cos  a 


und  hieraus  folgt 


H  =  ||Qcot« 
Bezeichnen  wir  den  Druck  im  Sparren  mit  S,  so  ist 


S  =  1^  Q  sin  «  -f-  H  cos  a 
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und  wenn  wir  für  H  seinen  Wert  setzen, 
f|Q  sin  a-h\i 

1 G  ^  sin  a         1 6  ^  sin  « 


S  =     Q  sin  «  H-  fl  Q  cot  «  cos  a 


6 

2, 


» *>      Sin  a 

Der  Yertikaldruck  IQ  im  Mittelpunkte  des  Sparrens  ist  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  und  nach  der  Eichtung  der  Strebe  zu  zerlegen. 
Stellt  daher  EG  den  Vertikaldruck  IQ  dar,  so  ist  EH  die  in  den  Sparren 
und  HG  die  in  die  Strebe  fallende  Componente.  Zur  Bestimmung  dieser 
Componenten  haben  wir  nun  Folgendes: 

Die  Dreiecke  E  H  G  und  C  E  D  sind  ähnlich,  woraus  die  Proportionen 
EH_^         HG  _  ED 
EG  ~~  CD  EG  ~  CD 

sich  ergeben.    Aus  diesen  folgt  nun  weiter 

Nun  ist 


P  TT  FD 

EH  =  EG.-^  und  HG=EG.^ 


CD 

-j^  =  sin  cc,  also  C  D  =  A  C  sin  « 

und  weiter 

CE  =  ED  =  UC 
daher,  wenn  wir  dieses  einsetzen, 

EH  =  EG.  J^^     ;  HG  =  EG. 


AC  sin  a  '  *  AC  sin  « 

und  setzen  wir  weiter  für  EG  seinen  Wert  fQ,  so  wird 

EH=  HG 


sin  a  sin  « 

Die  Componenten  sind  mithin  gleich,  wie  es  sein  mufs,  wenn  die 

Längen  der  Stäbe  gleich  sind. 

Die  Componente  EH  wirkt  dem  Drucke  S  entgegen,  so  dafs  dieser 

nur  in  dem  ersten  Stabe  A  E  vorhanden  ist  und  für  den  zweiten  Stab  E  C 

nur  der  Druck  S  —  EH  bleibt ;  bezeichnen  wir  diesen  Druck  mit  Sj ,  so  ist 

S  =   tIQ         t\Q  ^  IQ 
'        sin  a         sin  a         sin  a 

Dieser  Druck  pflanzt  sich  nach  dem  Punkte  C  fort. 
_5_r) 

Die  Drucke    \^      in  den  Stäben  ED  und  FD,  die  wir  mit  D  be- 
sin  a  ' 

zeichnen  wollen,  pflanzen  sich  nach  dem  Punkte  D  fort,  und  ein  jeder 

derselben  ist  in  eine  horizontale  und  in  eine  vertikale  Componente  zu 

zerlegen.    Jede  der  horizontalen  Componenten  ist  D  cos  «,  und  jede  der 

vertikalen  Componenten  ist  D  sin  a.  Die  horizontalen  Componenten  halten 

sich  das  Gleichgewicht,  da  sie  einander  gleich  und  entgegengesetzt  ge- 
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richtet  sind,  die  vertikalen  Componenten  aber  wirken  vertikal  abwärts  und 
erzeugen  den  Zug  in  der  Stange  CD.  Bezeichnen  wir  daher  diesen  Zug 
mit  Z,  so  ist 

Z  =  2D  sin  ci 

und  wenn  man  für  D  seinen  oben  bestimmten  Wert  setzt 

Z  =  2.4^.sma==iq 
sm  a  ^ 

Zerlegen  wir  im  Punkte  C  den  von  einem  jeden  Sparren  ausgeübten 

Druck  S,  in  eine  horizontale  Componente  H'  und  in  eine  vertikale  Com- 

ponente  V,  so  ist 

H'  =  S,  cos  Ci :  Y  =  Si  sin  a 

oder  wenn  man  für  S,  seinen  Wert    .-^  setzt 
*  sm  a 

H'  =  cos  c:  =  ^  Q  cot  a 

sm  a  ^ 

r  =  -4S-  sin  c/  =  iQ. 
sm  a  ^ 

Die  horizontalen  Componenten  halten  sich  das  Gleichgewicht,  die 

vertikalen  Componenten  aber,  deren  Summe  gleich  Q  ist,  wirken  vertikal 

aufwärts.   Im  Punkte  C  wirken  aber  vertikal  abwärts  die  Last  2  .  tI  Q  = 

IQ  und  der  Zug  Z;  für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  am  Punkte  C 

mufs  daher  sein 

Q  — fQ  — Z  =  0 

daher 

Z  =  Q  — tQ  =  fQ 
wodurch  der  Zug  in  der  Stange  CD  ebenfalls  bestimmt  ist. 
Endlich  ist  der  Normaldruck  gegen  den  SpaiTen 
X  =  Q  cos  a 

Bezeichnen  wir  wieder  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  die 

Höhe  desselben  mit  h,  so  ist  die  Sparrenlänge 

s  =        -I-  h^ 

daher  , 

h  a 

sm  f :  =  —  ;  cos  (/  =  — 

s  s 

und  hiernach  weiter  -rr      isa  ^ 

ü  =  TG  Q  ^ 
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Die  Constniction,  Figur  88,  unterscheidet  sich  von  der  vorausgegan- 
genen dadurch,  dafs  die  Zugstangen  AD  und  BD  nicht  in  einer  geraden 
horizontalen  Linie  liegen,  sondern  einen  Winkel  mit  einander  und  mit 
dem  Horizonte  einschliefsen.     Bezeichnet  wieder  Q  die  Belastung  des 


V 

4  J3% 

Fig.  88. 

Sparrens,  so  kommt  auf  den  mittleren  Stützpunkt  der  Vertikaldruck  IQ 
und  auf  jeden  Endstützpunkt  der  Vertikaldruck  tiQ.  Die  Kraft,  welche 
den  Träger  im  Auflager  aufwärts  zu  biegen  strebt,  ist  daher 

und  diese  ist  wieder  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  senkrecht  dar- 
auf zu  zerlegen.  Ist  a  der  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte 
macht,  so  ist  die  in  die  Sichtung  des  Sparrens  fallende  Componente 
y|Q  sin  «  und  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechte  Componente 

y|Q  cos  OL. 

Wird  der  Zug  in  der  Stange  BD  mit  H  bezeichnet,  so  ist  dieser 
ebenfalls  nach  der  Eichtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zu 
zerlegen.  Ist  der  Winkel,  den  die  Zugstange  BD  mit  dem  Horizonte 
macht,  ^,  so  ist  die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallende  Componente 
H  cos  {a  —  /9)  und  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechte  Compo- 
nente H  sin  (a  —  Wenn  nun  rücksichtlich  dieser  Kräfte  Gleichgewicht 
sein  soll,  so  müssen  die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallenden  Com- 
ponenten  vom  Sparren  aufgenommen  und  nach  dem  Punkte  C  fortgepflanzt 
werden,  während  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechten  Com- 
ponenten  für  sich  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallenden  Componenten  sind 
\\  Q  sin  a  und  H  cos  {a  —  ß) 
und  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten  sind 
Ii  Q  cos  a  und  H  sin  [a  —  {-i) 

Es  mufs  nun  sein 

H  sin  {a  —  [i)  =  11 Q  cos  a 
und  hieraus  folgt  cos« 
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Bezeichnen  wir  den  Druck  im  Sparren  mit  S,  so  ist 
S  =  rlQ  sin  (i  -f  H  cos  («  —  ß) 
imd  wenn  für  H  sein  Wert  gesetzt  wird 

S  =  i|Qsin«  +  i|Q   cos  a.  cos  (a  ^) 

Entwickelt  und  vereinigt  man  dieses,  so  erhält  man 

sin  (a  —  ß) 

Bezeichnen  wir  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  seine  Höhe 
mit  h,  so  ist  die  Länge  eines  Sparrens 

s  =  l/a^  +  h^ 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Strecke  DD,  mit  h,,  so  ist  die  Länge 
des  Zugstabes  BD 


Es  ist  aber  dann 


1  =  Va^  +  h/ 


h  a 

sm  a  =  —:   cos  a  =  — 
s  '  s 


h,  ,  a 

sm  ß  =  ~Y ;  cos  ß  =  Y 

ferner  ist 

sin  (cc  —  ^)  =  sin  a  cos  ß  —  cos  a  sin  ß 
  ha      a  hl 

~"  T'  T~r'  r 

Hiernach  wird  nun 

TT          llf)  ^    il  r\  ^ 

■^~i6^s*    a(h  — hj         i6^h  — hl 

C?  1  3  Q  S 1 


1  6 


1  a(h 


h-hj 

Der  Yertikaldruck  IQ  Jm  Mittelpunkte  des  Span-ens  ist  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  und  nach  der  Eichtling  des  Druckstabes  ED  zu 
zerlegen.  Stellt  daher  E  G  den  Yertikaldruck  I Q  dar,  so  ist  E  H  die  in  den 
Sparren  und  HG  die  in  den  Druckstab  fallende  Componente.  Zur  Be- 
stunmung  derselben  haben  wir  Folgendes :  Die  Dreiecke  E  H  G  und  C  E  D 
sind  ähnlich,  und  hieraus  folgen  die  Proportionen 

EH_CE^     HG  _  ED 

EG  ~"  CD  '    EG  ~  CD 
aus  diesen  ergiebt  sich  weiter 

EH  =  EG.§§;HG  =  EG.^ 
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Bezeichnen  wir  EH  mit  S'  und  HG  mit  D,  so  ist,  wenn  wir  für 
EG  seinen  Wert  IQ  setzen, 

^  ~       CD  '   ^  ~  CD 
Nun  ist  CE  =  is,  und  bezeichnen  wir  die  Strecke  DD,  mit  h,,  so 
ist  C  D  =  h  —  h, ;  bezeichnen  wir  ferner  die  Länge  des  Stabes  E  D  mit 
m,  so  ist 

Der  Druck  S'  wirkt  an  den  Punkten  E  und  F  dem  Drucke  S  ent- 
gegen, so  dal's  in  den  Stäben  EC  und  FC  nur  der  Druck 

S  —  S'  =  K 

vorhanden  ist.    Es  ist  aber 


h,  h  — h, 

mithin 

und  dieser  Druck  pflanzt  sich  nach  dem  Punkte  C  fort.  Zerlegen  wir 
diesen  Druck  in  eine  horizontale  Componente  H'  und  in  eine  vertikale 
Componente       so  ist 

H'  =  E  cos  « ;  V  ==  E  sin  er 
Die  beiden  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt 
und  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  die  beiden  vertikalen  Compo- 
nenten aber  wirken  vertikal  aufwärts.    Es  ist  nun  die  Summe  derselben 

2Esin  ß  =  2.iQ  ,  \   '-^Q  ^ 


h  —  hl  s  ^  h  —  h, 
Im  Punkte  C  wirkt  aber  die  Belastung  IQ  vertikal  abwärts.  Ferner 
sind  die  beiden  Zugkräfte  H  und  die  beiden  Druckkräfte  D,  welche  am 
Punkte  D  angreifen,  nach  horizontaler  und  vertikaler  Eichtung  zu  zer- 
legen. Die  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt 
und  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  die  vertikalen  Componenten  aber 
erzeugen  in  der  Stange  C  D  einen  vertikal  abwärts  gerichteten  Zug,  welcher 
sich  ebenfalls  nach  dem  Punkte  C  fortpflanzt,  und  welcher  mit  Z  bezeichnet 
werden  soll. 

Wenn  nun  die  im  Punkte  C  angreifenden  Kräfte  im  Gleichgewichte 
sein  sollen,  so  mufs  sein 

woraus  folgt  , 
Z  =  Q 


h-h, 


5h  +  3h, 
—  h-h. 
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Hierdurch  ist  der  Zug  in  der  Stange  CD  bestimmt.  Endlich  ist 
der  Normaldruck  gegen  den  Sparren 

N  =  Q± 

Bei  der  Construction,  Figur  89,  sind  die  Sparren  wieder  in  der  Mitte 
durch  die  Druckstäbe  E  G  und  D  F  gestützt.  Der  Vertikaldruck  auf  den 
Mittelpunkt  ist  daher  IQ,  und  der  Vertikaldruck  in  einem  jeden  der  End- 
punkte ist  -i\Q.  Der  Druck,  welcher  im  Auflager  den  Träger  aufwärts 
zu  biegen  strebt,  ist  {§  Q.  Dieser  Druck  ist  nach  der  Eichtung  des  Sparrens 
und  senkrecht  darauf  zu  zerlegen.  Ist  wieder  a  der  Winkel,  den  der 
Sparren  mit  dem  Horizonte  macht,  so  ist  \l  Q  sin  a  die  in  die  Eichtung 
des  Sparrens  fallende  Componente  und  HQ  cos  a  die  auf  der  Eichtung 
des  Sparrens  senkrechte  Componente. 


Fig.  89. 

Wird  der  Zug  in  dem  Stabe  BG  mit  H  bezeichnet,  so  ist  dieser 
ebenfalls  nach  der  Eichtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf  zu  zer- 
legen. Bezeichnen  wir  den  Winkel  GBE  mit  ß,  so  ist  H  cos  ß  die  in 
die  Eichtung  des  Sparrens  fallende  Componente  und  H  sin  ß  die  auf  der 
Eichtung  des  Sparrens  senkrechte  Componente. 

Für  den  Zustand  des  G-leichgewichtes  am  Auflager  mufs  daher  sein 
H  sin  ^  =  tIQ  cos  a 
woraus  folgt  .....  cos  a 


sm  ß 


Bezeichnen  wir  den  Druck  im  Sparren  mit  S,  so  ist 
S  =  tIQ  sin  «  -j-  H  cos  ß 
und  wenn  für  H  der  soeben  bestimmte  Wert  gesetzt  wird, 

cos  a  cos  ß 


S  =  ÜQ  sin  «  + 


sin  ß 


Der  Vertikaldruck  im  Mittelpunkte  des  Sparrens  tQ  ist  nach  der 
Eichtung  des  Sparrens  und  nach  der  Eichtung  des  Druckstabes  D  F  zu 
zerlegen,  und  da  dieser  Druckstab  auf  dem  Sparren  senkrecht  steht,  so  ist 
die  in  denselben  fallende  Componente 

D  =  f  Q  cos  a 
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und  die  in  den  Sparren  fallende  Componente 

S'  =  t  Q  sin  a 

Der  Druck  S'  wirkt  an  den  Punkten  D  und  E  dem  Drucke  S  entgegen, 

so  dafs  in  den  Stäben  C  D  und  C  E  nur  noch  der  Druck  S  —  S'  =  ß 

vorhanden  ist.    Es  ist  aber 

o                     •       I   i3rk  cos  a  cos 5^  . 
S  —  S'  =  TB  Q  sin  «  -h  Ii  Q  .  ^  §  Q  sin  a 


sin  ß 

cos  a  cos  ß 


daher 

R  =  T3^QsinaH-  ...^  g.^^ 

Bezeichnen  wir  den  Zug  in  dem  Stabe  CF  mit  K  und  den  Zug  in 
dem  Stabe  FG  mit  Z,  so  sind  im  Punkte  F  die  Kräfte  H,  K,  D  und  Z 
vorhanden,  von  denen  K  und  Z  noch  zu  bestimmen  sind. 

Zerlegen  wir  diese  Kräfte  nach  der  Eichtung  des  Druckstabes  DF 
und  senkrecht  darauf,  so  müssen,  wenn  am  Punkte  F  Grleichgewicht  sein 
soll,  die  Componenten  nach  einer  jeden  der  beiden  auf  einander  senk- 
rechten Eichtungen  für  sich  im  Gleichgewichte  sein.  Die  in  die  Eichtung 
des  Druckstabes  DF  fallenden  Kräfte  sind 

D,  H  sin  ß,  K  sin  ß,  Z  sin  a 
und  die  auf  dieser  Eichtung  senkrechten  Componenten  sind 
H  cos  ß,  K  cos  ß,  Z  cos  a 
Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  bestehen  daher  die  Gleichungen 
I.    D  4-  Z  sin  c/  —  H  sin  |3  —  K  sin  /3  =  0 

und 

IL    H  cos  ^9  —  K  cos    —  Z  cos  a  =  0 
Aus  der  ersteren  folgt 


III.  H  +  K  = 

und  aus  der  zweiten  folgt 

IV.  H  —  K  = 


D  -f  Z  sin  g 
sin  ß 

Z  cos  a 


cos  ß 

Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

^  D  -j-  Z  sin  «  Z  cos  a 
1  rL  =   -. —   -j  


sin  ß         '       cos  ß 
und  wird  diese  Gleichung  für  Z  aufgelöst,  so  ergiebt  sich 

D 


2H- 


sin  ß 


sodann  hat  man  weiter 


K  =  H 


sin  a  cos  a 
sin  ß  ~^  cos  ß 

ry    cos  a 


cos  ß 

Endlich  ist  der  Normaldruck  gegen  den  Sparren 
N  =  Q  cos  « 

Wenck,  Baumechanik.  15 
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Bezeichnen  wir  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  seine  Höhe 
mit  h,  so  ist  die  Sparrenlänge 

s  =  j/a^  +  h^ 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Länge  des  Druckstahes  DF  mit  d,  so  ist 
die  Länge  einer  jeden  der  Zugstangen  AF  und  CF 

Hiemach  ist  nun  weiter 

h  a 

sm  «  =  — :  cos  «  =  — 

s  s 

sm  ß  =  y ;   cos  ^  =  ^ 


Mit  Rücksicht  hierauf  erhalten  wir  sodann  für  die  Kräfte 


H 

S 


D=  f  Q 
Z  =  Q- 
K  =  i^Q 
E 


h  s  -j-  2  a  d 
al  /  13hs 


6ad 


X 


sd\  hs-|-2ad 
Ib  V       S     '         3  1 
16  s 

q4 


1) 


~~  16 •  s  ^  ^  dy 


Mufs  der  Sparren  in  zwei  Zwischenpunkten  unterstützt  werden  und 
liegen  diese  Zwischenpunkte  so,  dafs  der  Sparren  durch  sie  in  drei  gleiche 
Teile  zerfällt,  Figur  90,  so  kommt,  wenn  Q  die  Belastung  eines  Sparrens 

c 


^4 

Fig.  90. 


bezeichnet,  auf  einen  jeden  Endpunkt  der  Yertikaldruck  iQ  und  auf  einen 
jeden  Zwischenpunkt  der  Vertikaldruck  IQ.  Der  Druck,  welcher  im  Auf- 
lager den  Träger  aufwärts  zu  biegen  strebt,  ist  daher 

Q  — iQ  =  iQ 
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und  dieser  Druck  ist  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  senkrecht  darauf 
zu  zerlegen.  Bezeichnet  a  den  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem  Horizonte 
macht,  so  ist  IQ  sin  a  die  in  die  Eichtung  des  Sparrens  fallende  Com- 
ponente  und  iQ  cos  a  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrecht  ste- 
hende Componente.  Bezeichnet  man  ferner  den  Zug  in  der  horizontalen 
Zugstange  mit  H,  so  ist  dieser  ebenfalls  nach  der  Eichtung  des  Sparrens 
und  senkrecht  darauf  zu  zerlegen,  und  es  ist  H  cos  a  die  in  die  Eichtung 
des  Sparrens  fallende  Componente  und  H  sin  a  die  auf  der  Eichtung  des 
Sparrens  senkrecht  stehende  Componente.  Für  den  Zustand  des  Gleich- 
gewichtes am  Auflager  mufs  daher  sein 

H  sin  «  =  IQ  cos  « 
und  hieraus  folgt  für  den  Zug  in  der  horizontalen  Stange 

  cos  a 

sin  a 

Wird  ferner  der  Druck  im  Sparren  mit  S  bezeichnet,  so  ist 
S  =  I Q  sin  (X  -f-  H  cos  a 
und  setzt  man  für  H  seinen  Wert,  so  ist 

S  =  iQ  sm  «  -f-  iQ  -V- — 


,     I  sin^« 


COS-^a 


sm  a 
sin  a 

Bezeichnet  man  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  seine  Höhe 


mit  h,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 


s  =  -[/a^  +  h^ 

ferner  ist 

h  a 

sm  ß  =  — ;  cos  a  =  — 
s  '  s 

Mit  Eücksicht  hierauf  ist  nun 


so  Wie 


H  =  iQ.^.^=lQ^ 


S  =  IQ.| 

Der  Vertikaldruck  IQ  im  Stützpunkte  D  ist  nach  der  Eichtung  des 
Sparrens  und  nach  der  Eichtung  der  Strebe  D  E  zu  zerlegen.  Stellt  nun 
DDi  den  Vertikaldruck  IQ  dar,  so  ist  DD^  die  in  die  Eichtung  des 
Sparrens  und  DgDj  die  in  die  Richtung  des  Druckstabes  DE  fallende 
Componente.  Zur  Bestimmung  dieser  Componenten  haben  wir  Folgendes : 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  DDjD^  und  FED  ergeben  sich  die 
Proportionen 

DD.       FD      D,D,  DE 


DDi        FE  '     DD.  ~  FE 
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und  hieraus  folgt 

Nun  ist  DB,  =  iq,  FD  =  ^s,  FE  =  Ih,  und  wird  DE  mit  d,, 
DD^  mit  E,  und  D^Dj  mit  Dj  bezeichnet,  so  ist 

E,=iQii  =  AQ.| 

Der  Druck  Ej  wirkt  am  Punkte  D  dem  von  A  ausgehenden  Drucke 
S  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  D  F  nur  noch  der  Druck  S  —  E,  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

S  — E,  =iQ|-— tIQ|-=HQ^ 

Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  DF  mit  Sj,  so  ist 

s,  =  hq|- 

Der  Druck  Dj  pflanzt  sich  durch  die  Stange  DE  nach  dem  Punkte  E 
fort  und  ist  hier  nach  der  Eichtung  der  Zugstange  EG  in  eine  horizon- 
tale und  nach  der  Eichtung  der  Zugstange  FE  in  eine  vertikale  Com- 
ponente  zu  zerlegen.  Stellt  nun  E  Ej  den  Druck  Di  dar,  so  ist  E  E.  die 
vertikale  und  E2E1  die  horizontale  Componente.  Aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  EEoE,  und  DHE  ergeben  sich  die  Proportionen 

EEo  _  PH      E^E,  _  HE 

EEi  ~  DE  '     EEi  ~  DE 

woraus  folgt 

EE^  =  EE,  .  ^-g-;    E^E,  =EEi.^^ 

Nun  ist  EEi  =  tIQ-^;  DH=U;  DE  =  d^;  HE  =  U,  daher, 

wenn  wir  noch  EE^  mit  Z,  und  E^E^  mit  K,  bezeichnen, 

d"  ih 
Z,  ==  TG  Q  .       .        =  rg  Q 

TT  !Ln  ^'   

—  16(4.-^.  —  lO^Y 

Der  Zug  wirkt  am  Punkte  E  dem  von  A  ausgehenden  Zuge  H 
entgegen ,  so  dafs  in  dem  Stabe  E  G  nur  noch  der  Zug  H  —  Kj  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

Bezeichnen  wir  daher  den  Zug  im  Stabe  EG  mit  H, ,  so  ist 

Der  vertikal  abw^ärts  gerichtete  Zug  Z,  pflanzt  sich  nach  dem  Punkte 
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F  fort,  und  da  in  dem  Stützpunkte  F  der  vertikal  abwärts  gerichtete  Druck 
IQ  schon  vorhanden  ist,  so  ist 

die  im  Punkte  F  vorhandene  und  vertikal  abwärts  wirkende  Kraft.  Diese 
ist  nun  nach  der  Richtung  des  Sparrens  und  nach  der  Eichtung  des  Druck- 
stabes FG  zu  zerlegen.  Stellt  daher  FF,  diese  Vertikalkraft  dar,  so  ist 
F^Fi  die  in  die  Richtung  des  Druckstabes  FG  und  FF.^  die  in  die  Rich- 
tung des  Sparrens  fallende  Componente.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke FFiF.,  und  GGF  ergeben  sich  die  Proportionen 
FF.       CF      F2F,  FG 


und  hieraus  folgt 


FF,  ~  CG  '     FF,  CG 


FF„  =  FF, -Sl^;  FoF  =FF, 


2      -  -1  CG  '  "  ^  CG 

Nun  ist  FF,  =  tIQ;  CF  =  is;  CG  =  h;  und  wird  FG  mit  d^ 
FF2  mit  R,  und  FgF,  mit  D^  bezeichnet,  so  ist 


S  Q  ^  s 


R^  =  Tü  Q  -T--  ==  1%  Q 


Der  Druck  R.  wirkt  am  Punkte  F  dem  von  D  ausgehenden  Drucke 
S,  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  F  C  nur  noch  der  Druck  S,  —  R^  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  FC  mit  S.^,  so  ist 

Der  Druck  D._,  pflanzt  sich  durch  die  Stange  F  G  nach  dem  Punkte  G 
fort  und  ist  hier  nach  der  Richtung  der  Zugstange  GE,  in  eine  hori- 
zontale und  nach  der  Richtung  der  Zugstange  CG  "in  eine  vertikale  Com- 
ponente zu  zerlegen.  Stellt  nun  G  G,  den  Druck  D^  dar,  so  ist  G  G^  die 
vertikale  und  GgG,  die  horizontale  Componente. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  GGaG,  und  FEG  ergeben  sich 
die  Proportionen 

GGa  _  FE  G,G,  _  EG 
GG,  "~  FG  '     GG,  ~  FG 

woraus  weiter  folgt 

FE  E  G 

G  G2  =  G  G,  -yq:  ;  Gto  ^1  =  ^  ^) 

Nun  ist  GG,  =  tIQ-^  ;  FE  =  §h;  FG  ==  d^;  EG  =  H;  daher, 
wenn  wir  noch  GG^  mit  Z^  und  G^G,  mit  K.^  bezeichnen 
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2^  =  -Qt-l7  =  ^Q 

Aus  dem  Drucke  im  Stabe  FjG,  welcher  wegen  der  Symmetrie  der 
Construction  dem  Drucke  im  Stabe  F  G-  gleich  ist,  gehen  dieselben  Com- 
ponenten  hervor.  Die  horizontalen  Componenten  halten  sich  am  Punkte  G- 
das  Gleichgewicht,  da  sie  einander  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet 
sind,  die  vertikalen  Componenten  aber  erzeugen  in  der  Stange  C  G  den  Zug 
2.Z,  =  2.fQ  =  !Q 

Hiermit  sind  nun  die  in  allen  Constructionsteilen  vorhandenen 
Spannungen  bestimmt,  denn  wegen  der  Symmetrie  der  Construction  sind 
die  Spannungen  in  den  symmetrisch  liegenden  Constructionsteilen  einan- 
der gleich. 

Der  Zug  2  .  Zo  konnte  auch  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden  : 
Der  Druck  So,  welcher  in  einem  jeden  der  Stäbe  F  C  und  F,  C  nach  dem 
Punkte  C  sich  fortpflanzt,  ist  hier  in  eine  horizontale  Componente  H' 
und  in  eine  vertikale  Componente  V  zu  zerlegen,  und  es  ist 

=  S2C0S«;  V  =  S,  sine/ 
und  wenn  man  für  S^  so  wie  cos  a  imd  sin  a  die  Werte  setzt. 

Die  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt  und 
halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  die  vertikalen  Componenten  aber 

2r=2.^Q  =  Q 
erzeugen  einen  Zug  vertikal  aufwärts.   Diesem  Zuge  wirken  nun  entgegen 
der  Vertikaldruck  der  auf  C  kommenden  Belastung,  das  ist 

2.iQ  =  iQ 

und  der  vertikal  abwärts  gerichtete  Zug  in  der  Stange  C  D,  das  ist  2 .  Zo. 
Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  am  Punkte  C  mufs  daher  sein 

Q  — iQ  — 2Z2=0 

woraus  hervorgeht 

2Z,  =  Q  — iQ  =  !Q 
wie  vorher.    Endlich  ist  der  Normaldruck  gegen  den  Sparren 

Die  Construction,  Figur  91,  unterscheidet  sich  von  der  vorausge- 
gangenen dadurch,  dafs  die  Zugstangen  A  D  und  B  D  nicht  in  einer  hori- 
zontalen geraden  Linie  liegen,  sondern  einen  Winkel  mit  einander  und 
mit  dem  Horizonte  einschliefsen.    Es  sei  a  der  Winkel,  den  der  Sparren 
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mit  dem  Horizonte  macht,  und  ß  der  Winkel,  den  die  Zugstange  AD  mit 
dem  Horizonte  macht,  so  giebt  der  Vertikaldruck  iQ,  welcher  im  Auf- 
lager den  Träger  vertikal  aufwärts  zu  biegen  strebt,  nach  der  Richtung 
des  Sparrens  die  Componente  tQ  sin  «  und  senkrecht  auf  den  Sparren  die 


Componente  IQ  cos  a.  Der  Zug  H  in  der  Zugstange  AD  giebt  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  die  Componente  H  cos  («  —  ß)  und  senkrecht  auf 
den  Sparren  die  Componente  H  sin  {a  —  ß).  Für  den  Zustand  des  Gleich- 
gewichtes am  Auflager  mufs  daher  sein 

Hsin  (a  —  /?)  =  iQcosa 
und  hieraus  folgt  für  den  Zug  in  der  Stange  AD 

TT  TQ  ^QS^ 

Wird  der  Druck  im  Sparren  mit  S  bezeichnet,  so  ist 
S  =  iQ  sin  ß  -|-  H  cos  («  —  i3) 

und  wenn  man  für  H  seinen  Wert  setzt, 

.  -  ^  cos  («  —  ß) 

S  =  ^  Q  sm  ß  +  i  Q  cos  «  -^^^^zTßf 

C05{a—ß)  \ 
sjn  {cc  —  ß)  I 

Dieses  giebt  aber,  wie  wir  bereits  gesehen  haben, 

^  —  sin(a-^) 
Bezeichnen  wir  die  halbe  Tiefe  des  Daches  mit  a  und  die  Höhe 
desselben  mit  h,  so  ist  die  Länge  des  Sparrens 

s  =  ya^  4-  h-^ 

und  weiter 


=  iQ  ( 


sin  ß  4-  cos  ß 


sm  a  = 


cos  a  == 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Höhe  DK  mit  h,  und  die  Länge  der  Zug- 
stange AD  mit  1,  so  ist  ______ 

1  =  T/a^  +  h,^ 
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und  weiter  .    ^      h,  ^  a 

sm  ^  =  -j- ;    cos  ß  =  ^ 

Xim  ist  in  dem  Dreiecke  ACD  der  Winkel  CAD  =  («  —  ß)  und 
der  Winkel  ACD  =  (90^  —  a).  Xach  dem  Satze,  dafs  sich  im  Dreiecke 
die  Seiten  wie  die  Sinusse  der  gegenüberliegenden  Winkel  verhalten,  haben 
wir  daher  die  Proportionen 

sin (a  —  ß)    CD 

sin  (90°  —  a)  AD 
oder  weil  CD  =  h  —  hj  und  AD  =  1  ist 

sin(a  —  ß)         h  — hj 


sin  (900  _  1 
Mit  Rücksicht  darauf,  dafs  sin  (90^ —  «)  =  cos  a  ist,  folgt  hieraus 

sin  [a  —  ß)  =  — j — -  cos  a 

und  wenn  wir  für  cos  a  den  oben  bestimmten  Wert  —  setzen. 

s 

•    /        Q\       h  — h.  a 
sin  {(i  —  ß}  =  — •  Y 


Setzen  wir  nun  noch  der  Kürze  wegen  h  —  hj  =  k,  so  ist 
sin  ( 

Hiernach  erhalten  wir 


ak 

sin  («  —  ß)  = 


SO  wie 

und  hiermit  sind  die  Spannungen  in  den  Stäben  AG  und  AH  bestimmt. 

Der  Yertikaldruck  IQ  im  Stützpunkte  G-  ist  nach  der  Eichtung  des 
Sparrens  und  nach  der  Richtung  der  Strebe  GF  zu  zerlegen.  Stellt  nun 
GGj  den  Yertikaldruck  IQ  dar,  so  ist  GG..  die  in  die  Richtung  des  Sparrens 
und  GoGj  die  in  die  Richtung  des  Druckstabes  GF  fallende  Componente. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  GGjGo  und  EFG  ergeben  sich  die 
Proportionen 

GGo  EG^  G.,G,  _  GF 
GGi        EF  '     GG,  EF 

und  hieraus  folgt 

G  Go  =  G  G, .       ;  Go  Gl  =  G  G, 

Kun  ist  GG^  =  iQ;  EG  =  is;  EF  =  5k;  und  wird  GF  mit  d^, 
GG2  mit  Rj  und  G^Gi  mit  D^  bezeichnet,  so  ist 
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Der  Druck  E,  wirkt  am  Punkte  G  dem  von  A  ausgehenden  Drucke 
S  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  GE  nur  noch  der  Druck  S  —  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

S  —  R,  =  « Q  Y  —  TO  Q     =  TB  Q  Y 
Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  GE  mit  S,,  so  ist 

Der  Druck  D,  pflanzt  sich  durch  die  Stange  GF  nach  dem  Punkte  F 
fort  und  ist  hier  nach  der  Eichtung  der  Zugstange  EF  und  nach  der 
Eichtung  der  Zugstange  FD  zu  zerlegen.  Stellt  nun  FFj  den  Druck  Di 
dar,  so  ist  FF2  die  vertikale  und  F2F1  die  in  die  Stange  FD  fallende 
Componente.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  FFoFi  und  GHF  er- 
geben sich  die  Proportionen 

Fl\  _  GH      F,F,  _  HF 

FFj  ~~  GF  '     FFi  GF 

woraus  folgt 

FF,  =  FF,^;  F,F,  =  FF,||- 

Nun  ist  FF,  =  tIQ-^;  GH  =  ik;  GF  =  d,;  HF=il;  daher, 
wenn  wir  noch  FF2  mit  Zj  und  F.^Fi  mit  bezeichnen, 
Z,  =  TlQA.i^  =  ,|Q 

Der  Zug  Kj  wirkt  im  Punkte  F  dem  von  A  ausgehenden  Zuge  H 
entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  F  D  nur  noch  der  Zug  H  —  Kj  vorhanden 
ist.    Es  ist  aber 

H  —  K,  =  iQY  —  tgQy  —  TßQ^ 
Bezeichnen  wir  daher  den  Zug  im  Stabe  FD  mit  Hj,  so  ist 

Der  vertikal  abwärts  gerichtete  Zug  Zj  pflanzt  sich  nach  dem  Punkte 
E  fort,  und  da  in  dem  Stützpunkte  E  der  vertikal  abwärts  gerichtete  Druck 
IQ  schon  vorhanden  ist,  so  ist 

die  im  Punkte  E  vorhandene  und  vertikal  abwärts  wirkende  Kraft.  Diese 
ist  nach  der  Eichtung  des  Sparrens  und  nach  der  Eichtung  des  Druck- 
stabes E  D  zu  zerlegen.  Stellt  daher  E  E^  diese  Vertikalkraft  dar,  so  ist 
E2E1  die  in  die  Eichtung  des  Druckstabes  ED  und  EE2  die  in  die  Eich- 
tung des  Sparrens  fallende  Componente.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke EE1E2  und  CDE  ergeben  sich  die  Proportionen 
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EE^          CE^  E,E,    ED 

EEi  "~  CD  '  EE^  ~  CD 

und  hieraus  folgt 

W  T?  1?   ^E^  j,  —I    r?»  TT«  ED 

Nun  ist  EE,  =  tIQ;  CE  =  is;  CD  ==  k;  und  wird  ED  mit  d,, 
EE^  mit  E2  und  E2E1  mit  D.,  bezeichnet,  so  ist 

Eo  =  HiQ  ^  =  TüQ^ 
D,  =  tIQ^ 

Der  Druck  E.  wirkt  am  Punkte  E  dem  vom  Punkte  G  ausgehenden 
Drucke  Sj  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  E  C  nur  noch  der  Druck  —  E2 
vorhanden  ist.    Es  ist  aber 

S,  —  Eo  =  H  Q  Y  —  Tü  Q  ^  =  5  Q  ^ 

Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  EC  mit  S^,  so  ist 


Der  Druck  D^  pflanzt  sich  durch  die  Stange  ED  nach  dem  Punkte  D 
fort  und  ist  hier  in  eine  horizontale  und  in  eine  vertikale  Componente 
zu  zerlegen.  Da  nun  aus  dem  Drucke  im  Stabe  E,  D,  welcher  dem  Drucke 
im  Stabe  ED  gleich  ist,  dieselben  Componenten  hervorgehen,  so  halten 
sich  die  horizontalen  Componenten  am  Punkte  D  das  Gleichgewicht,  da 
sie  einander  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind;  die  vertikalen  Com- 
ponenten aber  erzeugen  in  der  Stange  C  D  einen  Zug,  der  sich  nach  dem 
Punkte  C  fortpflanzt.  Zur  Bestimmung  dieses  Zuges  haben  wir  nun 
Folgendes : 

Der  Druck  So,  w^elcher  in  einem  jeden  der  Stäbe  E  C  und  E^  C  nach 
dem  Punkte  C  sich  fortpflanzt,  ist  hier  in  eine  horizontale  Componente  H' 
und  in  eine  vertikale  Componente  V  zu  zerlegen,  und  es  ist 

==  S.  cos  a;  Y'  =  S.,  sin  a 
und  wenn  man  für  S.,  so  wie  für  cos  a  und  sin  a  die  Werte  setzt,  so  ist 

Die  horizontalen  Componenten  sind  gleich  und  entgegengesetzt  und 
halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  die  vertikalen  Componenten  aber 

erzeugen  einen  Zug  vertikal  aufwärts.  Diesem  Zuge  wirken  nun  entgegen 
der  Yertikaldnick  der  auf  C  kommenden  Belastung,  das  ist 

2.iQ  =  iQ 
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und  der  vertikal  abwärts  gerichtete  Zug  in  der  Stange  CD,  den  wir  mit 
Z  bezeichnen  wollen.  Für  den  Zustand  des  G-leichgewichtes  am  Punkte  C 
mufs  daher  sein 

4h  — k 


woraus  folgt 


Z  = 


iQ  =  Q 


4k 


Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  Z  um  so  gröfser  wird,  je  kleiner  k  ist. 
Für  k  =  h,  wo  also  hj  =  o  ist,  wird  Z  =  f  Q  wie  bei  der  vorausge- 
gangenen Construction. 

Hiermit  sind  nun  die  in  allen  Constructionsteilen  vorhandenen 
Spannungen  bestimmt,  denn  wegen  der  Symmetrie  der  Construction  sind 
die  Spannungen  in  den  symmetrisch  liegenden  Constructionsteilen  ein- 
ander gleich. 

Endlich  ist  der  Normaldruck  gegen  den  Sparren 

Die  beiden  zuletzt  betrachteten  Constructionen  können  auch  für  mehr 
Unterstützungspunkte  des  Sparrens  angewendet  werden,  die  anzustellenden 
Betrachtungen  und  Berechnungen  sind  dann  dieselben.  Wir  wollen  aber 
noch  die  Construction,  Figur  92,  betrachten,  bei  welcher  der  Sparren  in 
drei  Zwischenpunkten  so  unterstützt  ist,  dafs  er  in  vier  gleiche  Teile  ge- 
teilt wird. 

e 


Fig.  92. 

Bezeichnet  Q  die  Belastung  des  Sparrens,  so  kommt  auf  jeden  End- 
punkt der  Vertikaldruck  -h  Q,  auf  einen  jeden  der  Zwischenpunkte,  welche 
den  Endpunkten  zunächst  liegen,  der  Yertikaldruck  mQ,  und  auf  den 
Mittelpunkt  der  Vertikaldruck  iQ.  Die  Kraft,  welche  den  Träger  in  den 
Auflagern  aufwärts  zu  biegen  strebt,  ist 

Q  — 5^Q  =  IIQ 

Bezeichnen  wir  daher  mit  a  den  Winkel,  den  der  Sparren  mit  dem 
Horizonte  macht,  so  giebt  diese  Kraft  nach  der  Eichtung  des  Sparrens 
die  Componente  Ii  Q  sin  a  und  senkrecht  auf  die  Eichtung  des  Sparrens 
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die  Componente  U  Q  cos  «.  Wird  der  Winkel,  den  die  Zugstange  A  M  mit 
dem  Sparren  macht,  mit  ß  und  der  Zug  im  Stabe  A  M  mit  H  bezeichnet, 
so  giebt  dieser  nach  der  Kichtung  des  Sparrens  die  Componente  H  cos  ß 
und  senki'echt  auf  die  Richtung  des  Sparrens  die  Componente  H  sin  a. 
Da  nun  die  beiden  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Compo- 
nenten  sich  das  Gleichgewicht  halten  müssen,  so  haben  wir  die  Gleichung 

H  sin    =  f  I Q  cos  a 
woraus  folgt  ,,^cosa 

Bezeichnen  wir  den  Dmck,  den  der  Sparren  in  der  Richtung  seiner 
Axe  aufzunehmen  hat,  mit  S,  so  ist 

S  =  fiQsin«-f  HcoS|3 
und  wenn  wir  für  H  seinen  Wert  setzen 

o         29       •  I    "0         cos  «COS/? 

S  =  §|Q  sm  ß  4-52Q 


II  Q  (sin  a  -f 


sin  ß 
cos  a  cos  ß 


smß  J 

Bezeichnet  wieder  a  die  halbe  Tiefe  des  Daches  und  h  die  Höhe 
desselben,  so  wie  s  die  Länge  des  Sparrens,  so  ist 

s  =  ya^  +  h'^ 

h  a 

sm  «  =  — :   cos  cc  =  — 

s  s 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Druckstabes  GX  mit  d  und  die  Länge 
des  Zugstabes  AN  mit  1,  so  ist 

sm  /9.  =  y ;  CQS  ß  = 
Führen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  für  H  und  S  ein.  so  wird 

■  "s  ■  r  ■  d 

s  ^  2d 

Hierdurch  ist  der  Druck  im  Sparrenteile  AF  und  der  Zug  in  dem 
Stabe  AM  bestimmt. 

Der  Vertikaldruck  33  Q  im  Punkte  F  ist  nach  der  Richtung  des 
Sparrens  und  nach  der  Richtung  des  Druckstabes  F  M  zu  zerlegen.  Die 
in  die  Richtung  des  Sparrens  fallende  Componente  ist  32  Q  sin  a,  und  die 
in  die  Richtung  des  Druckstabes  F  M  fallende  Componente  ist  35  Q  cos  a. 
Bezeichnen  wir  die  erstere  mit  Rj,  die  letztere  mit  Dj  und  setzen  für  sin  a 
und  cos  a  ihre  Werte,  so  ist 


SIQ 
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Der  Druck  ß,  wirkt  am  Punkte  F  dem  von  A  ausgehenden  Drucke 
S  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  F  Gr  nur  noch  der  Druck  S  —  ß,  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  FG-  mit  Sj,  so  ist 

S,  =  AQ(20i  +  29^) 

Der  Druck  D,  pflanzt  sich  durch  den  Stab  FM  nach  dem  Punkte  M 
fort.  Auf  diesen  Punkt  wirken  nun  die  in  den  Stäben  AM,  FM,  G-M 
und  NM  vorhandenen  Spannungen,  von  denen  die  in  AM  und  FM  be- 
reits bestimmt  sind;  bezeichnen  wir  den  Zug  in  NM  mit  H„  den  Zug  in 
GM  mit  K  und  zerlegen  eine  jede  der  Kräfte  H,  IL^  und  K  in  zwei  Com- 
ponenten,  von  denen  die  eine  mit  dem  Sparren  parallel  ist,  die  andere 
auf  dem  Sparren  senkrecht  steht,  so  sind 

H  cos  ß,  Hj  cos  ß,  K  cos  ß 
die  mit  der  Eichtung  des  Sparrens  parallelen  Componenten  und 

H  sin  ß,  Hj  sin  ß,  K  sin  ß 
die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten.  Wenn  nun 
am  Punkte  M  Gleichgewicht  sein  soll,  so  müssen  die  nach  der  Eichtung 
des  Sparrens  wirkenden  Kräfte  für  sich  und  ebenso  die  auf  der  Eichtung 
des  Sparrens  senkrecht  stehenden  Kräfte  für  sich  im  Gleichgewichte  sein. 
Wir  haben  daher  mit  Eücksicht  auf  die  gleichen  und  entgegengesetzten 
Eichtungen  der  Kräfte  die  Gleichungen 

I.    D,  +     sin  ^  —  H  sin  /3  —  K  sin  /3  =  0 

II.  Rcosß  —     cos  /5  —  K  cos    =  0 
Aus  I.  folgt  nun 

III.  H,  —  K  =  H  


und  aus  II.  folgt 

IV.    H,  +  K  =  H 
Subtrahieren  wir  III.  von  IV.,  so  kommt 

2K- 


Sin  ß 

daher  jy^ 


K 


sin  fs 

oder  wenn  wir  für  D^  und  sin  ß  die  Werte  setzen, 
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Setzen  wir  diesen  Wert  von  K  in  die  Gleichung  IV.  ein  und  setzen 
für  H  den  schon  bestimmten  Wert,  so  erhalten  wir 

—  ''^7d 

wodurch  nun  auch  die  Spannungen  in  den  Stäben  MX  und  MG  be- 
stimmt sind. 

Am  Punkte  G  ist  der  Yertikaldruck  iQ  nach  der  Richtung  des 
Sparrens  und  nach  der  Eichtung  des  Stabes  G  X  zu  zerlegen.  Die  in  die 
Eichtung  des  Sparrens  fallende  Componente  ist  t  Q  sin  a,  und  die  in  die 
Eichtung  des  Stabes  GX  fallende  Componente  ist  5Q  cos  a;  bezeichnen 
wir  erstere  mit  E2,  letztere  mit  Do  und  setzen  für  sin  «  und  cos  a  ihre 
Werte,  so  ist 

Der  Druck  Eo  wirkt  am  Punkte  G  dem  von  F  ausgehenden  Drucke 
Sj  entgegen,  so  dafs  in  dem  Stabe  G  H  nur  noch  der  Druck  Si  —  Eo  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

S,-E,  =  AQ  (20^  +  29^) -IQ^ 

=  .^Q(-2l  +  29^) 
Bezeichnen  wii*  daher  den  Druck  im  Stabe  GH  mit  S^,  so  ist 
S.  =  AQ(l2^  +  29i) 

Der  Druck  Do  pflanzt  sich  durch  den  Stab  G  N  nach  dem  Punkte  X 
fort.  Auf  diesen  Punkt  wirken  nun  die  in  den  Stäben  MX,  GX,  M,X 
und  XjX  vorhandenen  Spannungen,  von  denen  die  in  MX  bereits  bestimmt 
ist,  die  übrigen  aber  erst  noch  bestimmt  werden  müssen;  denn  in  dem 
Stabe  GX  wirkt  nicht  nur  der  Druck  Do,  sondern  auch  die  aus  den 
Spannungen  in  MG  und  MjG  nach  der  Eichtung  des  Stabes  GX  hervor- 
gehenden Componenten. 

Um  zunächst  den  Zug  in  der  Zugstange  X^X  zu  bestimmen,  haben 
wir  Folgendes:  Betrachten  wir  den  Punkt  C  als  Drehpunkt  oder  Mo- 
mentenpunkt, so  hat  die  im  Auflager  A  vorhandene  und  vertikal  aufwärts 
wirkende  Kraft  liQ  das  Bestreben,  den  Sparren  AC  um  den  Punkt  C 
aufwärts  zu  drehen,  während  die  in  den  Punkten  F,  G  und  H  vor- 
handenen Vertikalkräfte  und  der  in  der  Zugstange  X,X  vorhandene  Zug 
das  Bestreben  haben,  eine  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  be- 
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wirken.  Bezeichnen  wir  den  in  der  Stange  N^N  vorhandenen  Zug  mit  Z 
und  die  Strecke  E  D  mit  hj,  so  ist  h  —  \  der  Hebelarm  des  Zuges  Z  in 
Beziehung  auf  den  Drehpunkt  C.  Der  Hebelarm  der  im  Auflager  vertikal 
aufwärts  wirkenden  Kraft  ist  a,  und  die  Hebelarme  der  in  den  Punkten  F, 
G  und  H  vorhandenen  Vertikalkräfte  sind  beziehungsweise  !a,  la,  ia. 
Wir  haben  daher  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  als  Drehpunkt  die 
Momentengleichung 

fiQa  =  5lQ.!a4-^Q.ia-f-,|Q.ia  +  Z(h— h,) 

§iQa  =  T||Qa-f  Z(h-hJ 

^Qa  =  Z(h  — hJ 

h"^  ^  ^ 

und  hierdurch  ist  der  Zug  in  der  Stange  NjN  bestimmt.  Um  ferner 
die  in  den  Stäben  GN  und  M,  N  vorhandenen  Spannungen  zu  bestimmen, 
zerlegen  wir  die  im  Punkte  N  angreifenden  Kräfte  nach  der  Kichtung 
des  Sparrens  und  senkrecht  darauf,  also  nach  der  Eichtung  des  Stabes  G-N. 
Bezeichnen  wir  den  in  dem  Stabe  NM(  vorhandenen  Zug  mit  Ho,  so  sind 
die  in  der  Richtung  des  Sparrens  wirkenden  Componenten 

H,  cos  ß,  Z  cos  a,  H2  cos  ß 
und  die  in  der  Eichtung  des  Druckstabes  wirkenden  Kräfte,  wenn  wir  den 
Druck  im  Stabe  GN  mit  D  bezeichnen, 

Hj  sin  ß,  D,  Ho  sin  ß,  Z  sin  a 
Wenn  nun  sämtliche  auf  den  Punkt  N  wirkende  Kräfte  sich  das 
Gleichgewicht  halten  sollen,  so  müssen  die  nach  der  Eichtung  des  Sparrens 
wirkenden  Kräfte  für  sich  und  ebenso  die  auf  der  Eichtung  des  Sparrens 
senkrecht  stehenden  Kräfte  für  sich  im  Gleichgewichte  sein.  Wir  haben 
daher  mit  Eücksicht  auf  die  gleichen  und  entgegengesetzten  Eichtungen 
der  Kräfte  die  Gleichungen 

I.    Hj  cos  ß  —  Ho  cos  ß  —  Zcosa  =  0 
IL    Hj  sin  /3  +  Ho  sin  /3  —  Z  sin    —  D  =  0 
Aus  I.  folgt 

III.  H,  =  H,-^^ 

COS  ß 

und  setzt  man  auf  der  rechten  Seite  die  bekannten  Werte  ein,  so  hat  man 
H,  ==  ü  Q  ^.  -  i  Q  .     .  ^ 

Aus  II.  folgt  sodann 

IV.  D  =  (Hl  +  Ho)  sin  /3  —  Z  sin  a 

und  setzt  man  auf  der  rechten  Seite  die  bekannten  Werte  ein,  so  hat  man 
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0  =  (MQ^+HQ^-Q^.^)j-.Q,-^4 

und  lüennit  sind  die  Spannungen  in  den  Stäben  GX  und  NMj  bestimmt. 

Im  Punkte  H  wirkt  der  Vertikaldruck  gl  Q,  und  dieser  ist  nach  der 
Richtung  des  Sparrens  und  nach  der  Richtung  des  Druckstabes  HMj  zu 
zerlegen.  Die  Componente  nach  der  Richtung  des  Sparrens  ist  32  Q  sin  er, 
und  die  Componente  nach  der  Richtung  des  Druckstabes  H  Mj  ist  3%  Q  cos  «. 
Bezeichnen  wir  die  erstere  mit  R3  und  die  letztere  mit  D3  und  setzen 
für  sin  a  und  cos  a  ihre  Werte,  so  ist 

Der  Druck  R3  wirkt  am  Punkte  H  dem  von  G  ausgehenden  Drucke 
So  entgegen,  so  dafs  im  Stabe  HC  nur  noch  der  Druck  So  —  R3  vor- 
handen ist.    Es  ist  aber 

Bezeichnen  wir  daher  den  Druck  im  Stabe  HC  mit  S3,  so  ist 
S.  =  AQ  (34  +  29^) 

Der  Druck  D3  pflanzt  sich  durch  den  Stab  HM^  nach  dem  Punkte 
Mj  fort.  Auf  diesen  Punkt  wirken  nun  die  in  den  Stäben  NM,,  GMj, 
HMi  und  CM,  vorhandenen  Spannungen,  von  denen  die  in  den  Stäben 
NMj  und  HMj  bereits  bestimmt  sind,  so  dafs  noch  die  Bestimmung  der 
Spannimgen  in  den  Stäben  G  M,  und  C  M^  zu  bewirken  ist.  Bezeichnen  wir 
die  Spannung  in  dem  Stabe  GM,  mit  und  die  Spannung  in  dem  Stabe 
CMj  mit  H3  und  zerlegen  eine  jede  der  Spannungen  K^,  H^  H3  in  zwei 
Componenten,  von  denen  die  eine  mit  dem  Sparren  parallel  ist,  die  andere 
auf  dem  Sparren  senkrecht  steht,  so  sind 

Kj  cos  ß,  Ho  cos  ß,  H3  cos  ß 
die  mit  der  Richtung  des  Sparrens  parallelen  Componenten  und 

K,  sin  ß,  Ho  sin  ß,  H3  sin  ß 
die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrechten  Componenten.  Wenn  nun 
sämtliche  am  Punkte  M,  wirkende  Kräfte  im  Gleichgewichte  sein  sollen, 
so  müssen  sowol  die  nach  der  Richtung  des  Sparrens  wirkenden  Kräfte 
für  sich  als  auch  die  auf  der  Richtung  des  Sparrens  senkrecht  stehenden 
Kräfte  für  sich  im  Gleichgewichte  sein. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  gleichen  und  entgegengesetzten  Richtungen 
der  Kräfte  haben  wir  daher  die  Gleichungen 

I.  D3  +  H2  sin  ^  —  K,  sin    —  Hg  sin  /3  ==  0 

II.  Ho  cos  ^  +  Kj  cos    —  H3  cos  ^  =  0 
Aus  I.  folgt 

III.  K,  +  H3  =  a+^ 

und  aus  II.  folgt 

IV.  K,  —  H3  =  — H, 

Werden  die  Gleichungen  III.  und  IV.  addiert,  so  erhalten  wir 

und  setzen  wir  dieses  in  die  Gleichung  IV.  ein,  so  erhalten  wir 

H3  =  H,  +  -y^ 

Führen  wir  endlich  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  die 
bekannten  Werte  ein,  so  wird 

^  sd 

H3  =  II  Q  1^  —  Q  • 

und  hiermit  sind  die  Spannungen  in  den  Stäben  GM,  und  CM,  bestimmt. 

Wegen  der  Symmetrie  der  ganzen  Construction  sind  aber  die  in  allen 
Constructionsteilen  vorhandenen  Spannungen  bestimmt,  denn  in  den  symme- 
trisch liegenden  Constructionsteilen  sind  die  Spannungen  gleich,  und  es 
können  hiernach  die  Querschnittsdimensionen  sämtlicher  Constructionsteile 
berechnet  werden. 

Der  Normaldruck  gegen  den  Sparren  ist 

N  =  Qf 


4.  Die  graphische  Bestimmung  der  Spannungen  in  den 
Stäben  eines  Faehwerkes.*) 

In  der  graphischen  Statik  werden  die  Kräfte  durch  gerade  Linien 
dargestellt  und  mit  einem  Mafsstabe,  den  man  den  Kräftemafsstab  nennt, 
gemessen.  Stellt  z.  B.  ein  Centimeter  1000  Kilogramme  dar,  so  entspricht 
die  Länge  von  2  Centimetern  2000  Kilogrammen  u.  s.  w.,  und  es  ist  leicht 
einzusehen,  wie  eine  jede  in  Kilogrammen  gegebene  Kraft  als  Linie  dar- 

*)  Wer  sich  für  die  graphische  Methode  weiter  interessiert,  dem  empfehle  ich 
meine  beiden  Schriften:  Die  graphische  Arithmetik  und  Die  graphische  Statik. 
Berlin  1879. 

Wenck,  Baumechanik.  16 
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gestellt  werden  und  ein  jedes  Gewicht  in  Kilogrammen  bestimmt  werden 
kann,  welches  von  einer  durch  die  Construction  gefundenen  Linie  dar- 
gestellt wird. 

Setzt  man  gerade  Linien,  welche  Kräfte  darstellen,  nach  ihrer  Gröfse 
und  Richtung  so  zu  einem  Linienzuge  zusammen,  dals  der  Anfangspunkt 
einer  jeden  folgenden  mit  dem  Endpunkte  einer  jeden  vorhergehenden 
zusammenfällt,  so  ist  die  Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  der  ersten 
mit  dem  Endpunkte  der  letzten  Kraft  die  Resultante  aus  sämtlichen  Kräften. 
Einen  solchen  Linienzug  nennt  man  Kräftezug. 

Fällt  daher  der  Endpunkt  der  letzten  Kraft  mit  dem  Anfangspunkte 
der  ersten  Kraft  zusammen,  so  ist  die  Resultante  null,  oder  eine  jede  Kraft 
ist  gleich  und  entgegengesetzt  der  Resultante  aus  allen  übrigen  Kräften. 
Die  Kräfte  halten  sich  also  das  Gleichgewicht.  Man  sagt  daher,  dafs 
Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  wenn  der  aus  ihnen  gebildete  Kräftezug 
sich  schliefst. 

Ein  solcher  Kräftezug  stellt  im  Allgemeinen  ein  Polygon  dar,  welches 
man  Kräftepolygon  nennt.  Haben  die  Kräfte  gleiche  oder  teils  gleiche,  teils 
entgegengesetzte  Richtungen,  so  wird  das  Kräftepolygon  eine  gerade  Linie. 

Wenn  die  in  einem  Knotenpunkte  eines  Fachwerkes  angreifenden 
Kräfte  im  Gleichgewichte  sein  sollen,  so  müssen  sie  ein  geschlossenes  : 
Kräftepolygon  bilden.    Die  Richtungen  aller  dieser  Kräfte  sind  gegeben, 
denn  die  in  den  Stäben  wirkenden  Spannungen  fallen  mit  den  Richtungen 
der  Stäbe  zusammen,  und  die  in  den  Knotenpunkten  angreifenden  Be-  1 
lastungen  so  wie  die  Auflagerreaktionen  sind  stets  vertikal. 

Sind  nun  von  den  in  einem  Knoten  angreifenden  Kräften  gewisse  ( 
Kräfte  ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach  gegeben,  kennt  man  ferner  die 
Richtungen  der  noch  unbekannten  Kräfte  und  läfst  sich  aus  den  gegebe- 
nen Linien  und  den  Richtungen  der  gesuchten  ein  geschlossenes  Polygon 
bilden,  so  werden  die  gesuchten  auch  ihrer  Länge  nach  bestimmt,  also 
die  noch  unbekannten  Kräfte  gefunden. 

Ist  z.  B.  die  eine  Seite  eines  Dreiecks  und  sind  die  Richtungen  der 
anderen  beiden  Seiten  gegeben,  so  läfst  sich  stets  das  Dreieck  construieren, 
wodurch  die  anderen  beiden  Seiten  auch  ihrer  Gröfse  nach  bestimmt  sind. 

Sind  ferner  von  einem  Vierecke  zwei  in  einer  Ecke  zusammenstofsende 
Seiten  und  die  Richtungen  der  anderen  beiden  Seiten  gegeben,  so  läfst 
sich  das  Viereck  constmieren ,  wodurch  die  anderen  beiden  Seiten  auch 
ihrer  Gröfse  nach  bestimmt  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Fachwerkes,  Figur  9  3, 
welches  dem  Fachwerke,  Figur  S8,  entspricht,  nach  dem  soeben  angegebe- 
nen Verfahren  bestimmen. 
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Die  Belastung  des  ganzen  Fachwerkes  sei  4  Q ,  und  es  sei  die  Be- 
j    lastung  auf  die  Knotenpunkte  übertragen,  so  dafs  auf  jeden  der  Punkte 
C,  E,  F  die  Belastung  Q,  auf  jeden  der  Punkte  A  und  B  aber  die  Be- 


C 


Fig.  93. 


lastung  i  Q  kommt.  Der  Träger  übt  auf  jedes  Auflager  den  Druck  2  Q 
aus,  so  dafs  der  in  einem  jeden  Auflager  vertikal  aufwärts  gerichtete  Druck 

2Q  — iQ==iQ 

beträgt.  Die  Linie  mm'  stelle  die  Belastung  Q  dar.  Um  zunächst  die 
Spannungen  in  den  Stäben  A  E  und  A  D  zu  bestimmen,  construieren  wir 
die  Figur  I.   Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  ab  gleich  und  parallel  der 

16* 
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in  A  wirkenden  Vertikalkraft  iQ,  legen  durch  b  eine  Parallele  zu  AE 
und  durcli  a  eine  Parallele  zu  AD,  so  treffen  diese  im  Punkte  c  zusam- 
men, und  es  ist  nun  bc  die  Spannung  im  Stabe  AE  und  ac  die  Spannung 
im  Stabe  AD.  Um  die  Richtungen  dieser  Spannungen  zu  bestimmen, 
haben  wir  zu  berücksichtigen,  dafs  hier  die  Kraft  ab  in  die  Componenten 
ac  und  bc  zerlegt  worden  ist,  und  da  a  der  Anfangspunkt,  b  der  End- 
punkt der  zerlegten  Kraft  ist,  so  mufs  auch  a  der  Anfangspunkt  und  b 
der  Endpunkt  der  Componenten  sein.  Es  sind  also  ac  und  cb  die  Rich- 
tungen dieser  beiden  Componenten. 

Um  ferner  zu  ermitteln,  ob  die  Spannungen  Zugspannungen  oder 
Druckspannungen  sind,  haben  wir  weiter  zu  berücksichtigen,  dafs  eine 
Zugspannung  nach  dem  Angriffspunkte  hin  gerichtet,  eine  Druckspan- 
nung aber  vom  Angriffspunkte  hinweg  gerichtet  ist.  Die  Spannung  ac 
ist  daher  eine  Zugspannung,  die  Spannung  c  b  aber  eine  Druckspannung. 

Um  weiter  die  Spannungen  in  den  Stäben  EC  und  ED  zu  bestim- 
men, construieren  wir  die  Eigur  IL  Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  de 
gleich  und  parallel  der  im  Knotenpunkte  E  vertikal  abwärts  wirkenden 
Last  Q  und  legen  durch  d  eine  Parallele  zum  Stabe  AE,  auf  welcher 
wir  die  in  dem  Stabe  AE  wirkende  und  bereits  bestimmte  Spannung  cb 
aus  Figur  1.  auftragen.  Hierdurch  erhalten  wir  den  "Punkt  f.  Legen 
wir  nun  durch  f  eine  Parallele  zum  Stabe  ED  und  durch  e  eine  Parallele 
zum  Stabe  EC.  so  treffen  diese  im  Punkte  g  zusammen,  und  es  ist  nun 
fg  die  Spannung  im  Stabe  ED  und  ge  die  Spannung  im  Stabe  EC. 

Die  Last  de  wirkt  vertikal  abwärts,  also  in  der  Richtung  von  d 
nach'  e,  und  hieraus  folgt  für  die  anderen  Spannungen  von  d  nach  f,  von 
f  nach  g,  von  g  nach  e,  und  da  sie  in  Beziehung  auf  den  Knotenpunkt 
E  von  diesem  hinweg  gerichtet  sind,  so  sind  es  Druckspannungen. 

Um  endlich  die  Spannungen  in  den  Stäben  CD  und  CF  zu  bestim- 
men, construieren  wir  die  Figur  IIL  Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  hi 
gleich  und  parallel  der  im  Knotenpunkte  C  vertikal  abwärts  wirkenden 
Last  Q  und  legen  durch  Ii  eine  Parallele  zum  Stabe  CE,  auf  welcher 
wir  die  in  dem  Stabe  CE  wirkende  und  bereits  bestimmte  Spannung  ge 
aus  Figur  IL  auftragen.  Hierdurch  erhalten  wir  den  Punkt  k.  Legen 
wir  nun  durch  k  eine  Parallele  zum  Stabe  CF  und  durch  i  eine  Parallele 
zum  Stabe  C  D,  das  ist  hier  die  Verlängerung  von  h  i,  so  treffen  diese  im 
Punkte  1  zusammen,  und  es  ist  nun  kl  die  Spannung  im  dem  Stabe  CF 
und  il  die  Spannung  in  dem  Stabe  CD. 

Die  Last  hi  wirkt  vertikal  abwäi*ts,  also  in  der  Richtung  von  h  nach 
i,  und  hieraus  folgt  für  die  anderen  Spannungen  von  h  nach  k,  von  k 
nach  1,  von  1  nach  i;  daher  sind  in  Beziehung  auf  den  Knotenpunkt  C 
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hk  und  kl  Druckspannungen,  während  Ii  eine  Zugspannung  ist.  Gleich- 
zeitig ergiebt  sich,  dafs  hk  =  kl,  wie  es  sein  mufs. 

Greift  man  nun  die  Linien,  welche  wir  hier  als  Spannungen  in  den 
Stäben  bestimmt  haben,  auf  dem  Kräftemafsstabe  ab,  so  erhält  man  sämt- 
liche Spannungen  in  Kilogrammen  ausgedrückt. 

Man  hätte  die  Bestimmung  des  Zuges  in  der  Stange  CD  auch  auf 
folgende  Weise  bewirken  können,  indem  man  die  Figur  IV.  construierte. 
Geht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  m  aus,  zieht  durch  diesen  eine 
Parallele  zum  Stabe  D  B  und  trägt  auf  ihr  die  in  diesem  Stabe  wirkende 
Spannung  ac  auf,  wie  sie  sich  aus  Figur  I.  ergiebt,  so  erhält  man  den 
Punkt  n ;  legt  man  durch  n  eine  Parallele  zum  Stabe  F  D  und  trägt  auf 
ihr  die  in  diesem  Stabe  wirkende  Spannung  fg  auf,  wie  sie  sich  aus 
Figur  II.  ergiebt,  so  erhält  man  den  Punkt  o;  legt  man  durch  o  eine 
Parallele  zum  Stabe  ED  und  trägt  auf  ihr  die  in  diesem  Stabe  wirkende 
Spannung  fg  auf,  so  erhält  man  den  Punkt  p;  legt  man  durch  p  eine 
Parallele  zum  Stabe  AD  und  trägt  auf  ihr  die  in  diesem  Stabe  wirkende 
Spannung  ac  auf,  so  erhält  man  den  Punkt  q,  und  verbindet  man  endlich 
die  Punkte  q  und  m  durch  eine  Gerade,  so  ist  diese  nach  Gröfse  und 
Eichtung  die  in  dem  Stabe  CD  wirkende  Spannung  Ii,  wie  wir  sie  bereits 
schon  bestimmt  haben.  Denn  da  sämtliche  am  Punkte  D  wirkende  Kräfte 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  mufs  das  aus  diesen  Kräften  construierte 
Kräftepolygon  eine  geschlossene  Figur  sein. 

Die  graphische  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  Stäben  eines 
Fachwerkes  läfst  sich  aber  auch  noch  auf  eine  andere  Weise  ausführen. 

Die  in  den  Stäben  eines  Fachwerkes  wirkenden  Spannungen  werden 
lediglich  durch  das  Gewicht  des  Trägers  selbst  und  durch  die  Belastung 
des  Trägers  hervorgerufen.  Man  bezeichnet  die  Belastungen  des  Trägers 
und  die  Auflagerreaktionen  als  äufsere  Kräfte,  während  man  die  in  den 
Stäben  wirkenden  Zug-  und  Druckspannungen  als  innere  Kräfte  bezeichnet. 

Es  müssen  nun  die  äufseren  Kräfte  unter  sich  im  Gleichgewichte 
sein,  wenn  der  Träger  sich  in  Ruhe  befinden,  also  keinerlei  Bewegung 
machen  soll;  es  müssen  aber  auch  die  äufseren  Kräfte  mit  den  inneren 
Kräften  an  jeder  Stelle  des  Trägers  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  der 
Träger  nicht  zerstört  werden  soll.  Denn  fände  an  irgend  einer  Stelle  des 
Trägers  dieses  Gleichgewicht  nicht  statt,  so  müfste  er  notwendig  an  dieser 
Stelle  zerstört  werden. 

Denkt  man  sich  an  irgend  einer  Stelle  eine  Ebene  durch  den  Träger 
gelegt,  so  müssen  die  Spannungen  in  denjenigen  Stäben,  welche  von  der 
Ebene  geschnitten  werden,  den  auf  diese  Ebene  wirkenden  äufseren  Kräften 
das  Gleichgewicht  halten;  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Eesultante  aus  den 
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auf  die  Ebene  wirkenden  äufseren  Kräften  mufs  gleich  und  entgegengesetzt 
sein  der  Resultante  aus  den  Spannungen  in  denjenigen  Stäben,  welche 
von  der  Ebene  geschnitten  werden. 

Wenn  wir  daher  die  Eesultante  aus  denjenigen  äufseren  Kräften  be- 
stimmen, welche  auf  einen  durch  den  Träger  gelegten  Schnitt  wirken,  und 
zerlegen  sie  nach  den  Eichtungen  der  geschnittenen  Stäbe  in  Componenten, 
so  müssen  diese  Componenten  notwendig  gleich  den  in  den  Stäben  wir- 
kenden Spannungen  sein;  und  es  sind  auf  diese  Weise  die  Spannungen  in 
den  Stäben  bestimmt. 

Wie  man  die  Schnitte  zu  legen  hat,  ergiebt  sich  aus  der  Construction 
des  Trägers. 


Fig.  94. 


Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  Polonceau-Träger,  Fig.  94,  aus- 
führen. Die  Belastung  des  ganzen  Fachwerkes  sei  wieder  4Q,  und  es 
komme  auf  jeden  der  Punkte  B,  C,  D  die  Last  Q,  auf  jeden  der  Punkte 
A  und  E  die  Last  iQ.    Der  Träger  übt  auf  jedes  Auflager  den  Druck 
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2Q  aus,  so  dafs  der  in  einem  jeden  Auflager  vertikal  aufwärts  gerichtete 
'    Druck  IQ  beträgt.    Die  Linie  mm^  stelle  die  Belastung  Q  dar. 

Legen  wir  durch  den  Träger  einen  Schnitt  nach  der  Linie  xx',  so 
j    werden  Von  diesem  Schnitte  die  Stäbe  AB  und  AF  getroffen.    Von  den 
!    äufseren  Kräften  wirkt  auf  diesen  Schnitt  nur  die  Vertikalkraft  im  Punkte 
A,  das  ist  IQ  vertikal  aufwärts.    Wir  haben  daher  diese  Kraft  nach  den 
Eichtungen  der  beiden  Stäbe  AB  und  AF  zu  zerlegen. 

Um  dieses  auszuführen,  construieren  wir  die  Figur  L ;  wir  machen  a  b 
gleich  und  parallel  der  Vertikalkraft  im  Auflager  A,  das  ist  gleich  iQ, 
i    legen  durch  a  eine  Parallele  zum  Stabe  AF  und  durch  b  eine  Parallele 
zum  Stabe  AB,  so  treffen  diese  im  Punkte  c  zusammen,  und  es  ist  nun 
t    bc  die  Spannung  im  Stabe  AB  so  wie  ac  die  Spannung  im  Stabe  AF. 
Aus  der  Eichtung  der  Vertikalkraft  a  b  ergeben  sich  die  Eichtungen 
der  Spannungen  von  a  nach  c  und  von  c  nach  b,  und  es  ist  daher  die 
Spannung  in  dem  Stabe  AF  eine  Zugspannung,  die  Spannung  in  dem 
I    Stabe.  AB  eine  Druckspannung. 

Legen  wir  ferner  durch  den  Träger  einen  Schnitt  nach  der  Linie  y  y', 
so  werden  von  diesem  Schnitte  die  Stäbe  AF,  BF  und  BC  getroffen. 
Von  den  äufseren  Kräften  wirken  auf  diesen  Schnitt  die  Vertikalkraft  im 
Punkte  A,  das  ist  I Q,  vertikal  aufwärts  und  die  Belastung  im  Punkte  B, 
das  ist  Q,  vertikal  abwärts;  die  Eesultante  aus  diesen  Kräften  ist  daher 
gleich  der  Differenz  derselben,  das  ist 

IQ  — Q  =  iQ 

und  zwar  ist  diese  Eesultante  vertikal  aufwärts  gerichtet.  Die  Spannung 
in  dem  Stabe  AF  kennen  wir  bereits,  die  Spannungen  in  den  Stäben  BF 
und  BC  aber  sind  noch  zu  bestimmen. 

Wenn  wir  daher  die  vertikal  aufwärts  gerichtete  Kraft  nach  den  Eich- 
tungen der  drei  Stäbe  AF,  BF  und  BC  zerlegen,  so  haben  wir  zu  be- 
rücksichtigen, dafs  wir  die  eine  der  Componenten,  das  ist  die  Spannung 
in  dem  Stabe  AF,  bereits  kennen. 

Wir  construieren,  um  diese  Zerlegung  auszuführen,  die  Figur  IL, 
machen  de  gleich  und  parallel  der  Eesultante  iQ  und  legen  zunächst 
durch  e  eine  Parallele  zum  Stabe  AF,  auf  welcher  wir  die  in  diesem 
Stabe  wirkende  Spannung  a  c,  wie  sie  sich  aus  Figur  I.  ergiebt,  auftragen ; 
hierdurch  erhalten  wir  den  Punkt  f.  Legen  wir  nun  durch  d  eine  Paral- 
lele zum  Stabe  B  F  und  durch  f  eine  Parallele  zum  Stabe  B  C,  so  treffen 
diese  im  Punkte  g  zusammen,  und  es  ist  nun  dg  die  Spannung  im  Stabe 
BF  so  wie  fg  die  Spannung  im  Stabe  BC,  denn  die  Eesultante  de  ist 
in  die  Componenten  ef,  fg  und  gd  zerlegt.  Aus  der  Eichtung  der  Ee- 
sultante d  e  ergeben  sich  die  Eichtungen  der  Componenten  von  d  nach  g, 
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von  g  nach  f  und  von  f  nach  e.  Die  Spannungen  in  den  Stäben  BF 
und  BC  sind  daher  Druckspannungen. 

Legen  wir  endlich  durch  den  Träger  einen  Schnitt  nach  der  Linie 
z  z',  so  werden  von  diesem  Schnitte  die  Stäbe  F  G,  F  C  und  B  C  getroffen. 
Von  den  äufseren  Kräften  wirken  auf  diesen  Schnitt  wie  vorher  auf  den 
Schnitt  yy'  dieselben,  nämlich  die  Vertikalkraft  im  Punkte  A  und  die 
Belastung  im  Punkte  B.  Die  Eesultante  ist  daher  ebenso  wie  vorher  i  Q 
und  ist  vertikal  aufwärts  gerichtet. 

Wenn  wir  nun  diese  Eesultante  nach  den  Richtungen  der  drei  Stäbe 
FG-,  FC  und  BC  zerlegen,  so  haben  wir  wieder  zu  beachten,  dafs  wir 
die  eine  Componente,  das  ist  die  Spannung  in  dem  Stabe  BC,  bereits 
kennen,  und  dafs  nur  die  Spannungen  in  den  Stäben  F  G  und  F  C  zu  be- 
stimmen sind. 

Wir  construieren ,  um  diese  Zerlegung  auszuführen,  die  Figur  IIL; 
machen  hi  gleich  und  parallel  der  Resultante  und  legen  zunächst 
durch  i  eine  Parallele  zum  Stabe  BC,  auf  welcher  wir  die  in  diesem 
Stabe  wirkende  Spannung  fg,  wie  sie  sich  aus  Figur  II.  ergiebt,  auftragen; 
hierdurch  erhalten  wir  den  Punkt  k.  Legen  wir  nun  durch  h  eine  Paral- 
lele zum  Stabe  F  C  und  durch  k  eine  Parallele  zum  Stabe  F  G,  so  treffen 
diese  im  Punkte  1  zusammen,  und  es  ist  nun  hl  die  Spannung  im  Stabe 
FC  so  wie  kl  die  Spannung  im  Stabe  FG,  denn  die  Resultante  hi  ist 
in  die  Componenten  ik,  kl  und  Ih  zerlegt.  Aus  der  Richtung  der  Resul- 
tante hi  ergeben  sich  die  Richtungen  der  Componenten  von  h  nach  1, 
von  1  nach  k  und  von  k  nach  i,  so  dafs  die  Spannungen  in  den  Stäben 
FC  und  FG  Zugspannungen  sind. 

Wenn  man  die  Linien,  welche  hier  graphisch  als  Spannungen  in 
den  Stäben  bestimmt  wurden,  auf  dem  Kräftemafsstabe  abgreift,  so  er- 
hält man  diese  Spannungen  in  Kilogrammen  ausgedrückt. 

Vergleicht  man  die  nach  der  graphischen  Methode  gefundenen  Re- 
sultate mit  den  durch  die  Rechnung  gefundenen,  so  mufs,  wenn  die 
Zeichnungen  mit  der  gehörigen  Sorgfalt  ausgeführt  werden,  eine  voll- 
ständige üebereinstimmung  statt  finden,  wobei  natürlich  die  in  den  Kno- 
tenpunkten wirkenden  Belastungen  in  beiden  Fällen  als  gleich  ange- 
nommen werden  müssen. 


VIERTER  ABSCHNITT. 

Die  Stein  -  Constructionen. 


1.  Die  Mauern. 

a.   Tragfähigkeit  der  Mauern, 

Die  Tragfähigkeit  einer  Mauer  hängt  unter  Voraussetzung  einer  guten 
Construction,  also  einer  guten  und  zweckmäfsigen  Verbindung  der  Steine 
unter  einander  und  eines  guten  Bindemittels,  teils  von  der  Festigkeit  der 
Materialien,  teils  von  den  Dimensionen  der  Mauer  ab. 

Was  nun  zunächst  die  Festigkeit  der  Materialien  anlangt,  so  kommt 
hierbei  nur  die  Festigkeit  gegen  das  Zerdrücken  in  Betracht ;  und  es  gilt 
mithin  alles  das,  was  wir  über  die  Zerdrückungsfestigkeit  gesagt  haben. 

Unter  der  Tragfähigkeit  einer  Mauer  hat  man  diejenige  Belastung 
zu  verstehen,  welche  sie  aufnehmen  kann,  ohne  dafs  dadurch  die  Mauer 
in  irgend  einer  Weise  eine  Zerstörung  erleidet.  Die  Tragfähigkeit  einer 
Mauer  wird  ebenso  beurteilt,  wie  die  Tragfähigkeit  der  Materialien,  d.  h. 
sie  ist  der  Querschnittsfläche  der  Mauer  proportional,  wobei  natürlich  vor- 
ausgesetzt wird,  dafs  eine  Biegung  der  Mauer  nicht  eintreten  kann. 

Ist  1  die  Länge,  b  die  Breite  und  h  die  Höhe  der  Mauer,  bezeichnet 
y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes  und  kj  den  Sicherheits- 
modul gegen  das  Zerdrücken  so  wie  Q  diejenige  Last,  welche  die  Mauer 
für  die  Dauer  mit  Sicherheit  tragen  kann,  so  ist  den  früher  entwickelten 
Formeln  entsprechend  ohne  Eücksicht  auf  das  Gewicht  der  Mauer 

Q  ==k,.bl 

Soll  nun  bei  einer  gegebenen  Länge  und  einer  gegebenen  Belastung 
die  Breite  der  Mauer  bestimmt  werden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

b  =  -^ 
k,l 

Mit  Berücksichtigung  des  Gewichtes  der  Mauer  hat  man  für  die 
Belastung,  welche  sie  mit  Sicherheit  trägt,  ohne  dafs  eine  Zerstörung  an 
der  Basis  erfolgt,  die  Gleichung 

Q  =  k^bl  —  ^blh 
=  bl(kj— ^h) 
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Soll  bei  einer  gegebenen  Länge  und  bei  einer  gegebenen  Belastung 
die  Breite  der  Mauer  bestimmt  werden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

b  =  3  

i(k,-rh) 

Der  Druck,  den  eine  Mauer  ohne  Belastung  auf  ihr  Fundament  aus- 
übt, ist  gleich  dem  Gewichte  derselben.  Wird  das  Gewicht  mit  G  be- 
zeichnet, so  ist  dieser  Druck 

Der  Druck,  den  eine  belastete  Mauer  auf  ihr  Fundament  ausübt,  ist 
gleich  der  Summe  des  Gewichtes  der  Mauer  und  der  ihr  aufgelegten  Be- 
lastung. Bezeichnen  wir  diesen  Druck  auf  das  Fundament  mit  D  und 
die  Belastung  mit  P,  so  ist 

D  =  G  +  P 

Ist  die  Belastung  der  Mauer  von  der  Art,  dafs  sie  eben  der  Trag- 
fähigkeit der  Mauer  entspricht,  so  ist  für  P  der  Wert  v^on  Q  zu  setzen, 
und  führen  wir  die  Dimensionen  der  Mauer  ein,  so  wird 

D  =  ;.blhH-kjbl 
=  bl(/h4-k,) 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  auch  für  die  Tragfähigkeit  eines 
Pfeilers.  Ist  der  Querschnitt  desselben  ein  Rechteck  und  bezeichnen  a 
und  b  die  Seiten  dieses  Eechtecks,  ist  ferner  h  die  Höhe  des  Pfeilers 
und  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  hat  man  für 
diejenige  Last,  welche  der  Pfeiler  ohne  Rücksicht  auf  sein  Gewicht  mit 
Sicherheit  zu  tragen  vermag,  die  Gleichung 

Q==k,  .ab 

und  für  diejenige  Last,  welche  der  Pfeiler  .unter  Berücksichtigung  seines 
Gewichtes  für  die  Dauer  trägt,  ohne  dafs  eine  Zerstörung  an  seiner  Basis 
erfolgt, 

Q  =  kjab  —  ^abh 
=  ab(k.-7h) 

Ist  der  Querschnitt  des  Pfeilers  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r,  so  ist 
T^jt  für  ab  zu  setzen,  und  hat  der  Querschnitt  des  Pfeilers  eine  andere 
Form,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Querschnittes  für  ab  einzuführen. 

Der  Druck,  den  der  rechteckige  Pfeiler  lediglich  durch  sein  Gewicht 
auf  sein  Fundament  ausübt,  ist 

D  =  ;i/abh 

und  wenn  er  eine  seiner  Tragfähigkeit  entsprechende  Belastung  hat,  so 
ist  der  Druck  auf  sein  Fundament 

D  =  /abh  -|-  kjab 
=  ab(/h  -I-  kj) 


251 


Hat  der  Querschnitt  des  Pfeilers  eine  andere  Form,  so  ist  der  Flächen- 
inhalt desselben  für  ab  in  die  Gleichung  einzusetzen. 

Bildet  eine  Mauer  eine  geschlossene  Figur,  z.  B.  ein  Eechteck,  und 
bezeichnen  wir  die  äufsere  Länge  desselben  mit  1,  die  Breite  mit  b  und 
die  Dicke  der  Mauer  mit  d,  so  ist 

2id4-2(b— 2d)d  =  2d(l  +  b— 2d) 
die  Querschnittsfläche  derselben.   Es  ist  daher  die  Last,  welche  sie  ohne 
Berücksichtigung  ihres  Gewichtes  für  die  Dauer  mit  Sicherheit  tragen  kann, 
Q=  2k,d(l  +  b  — 2d) 

Ist  die  Länge  1,  die  Breite  b  und  die  Belastung  Q  gegeben  und  soll 
die  Dicke  d  der  Mauer  bestimmt  werden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

d  =  i[(i  +  b)±]/(i  +  bf-^  ] 

Berücksichtigt  man  das  Gewicht  der  Mauer,  so  hat  man  für  die  Be- 
lastung, welche  sie  mit  Sicherheit  trägt,  ohne  dafs  eine  Zerstörung  an 
der  Basis  erfolgt,  die  Gleichung 

Q=  2d(k,  —  ^h)(lH-b  — 2d) 
wenn  h  die  Höhe  der  Mauer  und  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des 
Mauerwerkes  bezeichnet. 

Soll  für  diesen  Fall  die  Dicke  d  der  Mauer  bestimmt  werden,  wenn 
ihre  Länge,  Breite,  Höhe  und  Belastung  gegeben  sind,  so  folgt  aus  der 
Gleichung       ,  _  ,      ^     +  y    +     _  ] 

Der  Druck,  den  eine  solche  Mauer  ohne  Belastung  auf  ihr  Fundament 

ausübt,  ist  ^      ^jn,-i.      o  j\  t, 

D  =  2d(l-i-b  —  2d)7h 

und  der  Druck,  den  sie  auf  das  Fundament  ausübt,  wenn  sie  eine  ihrer 

Tragfähigkeit  entsprechende  Belastung  hat,  ist 

D  =  2d(l-j-b  — d)  (yh-hK) 

Ist  die  Mauer  ringförmig,  bezeichnet  r  den  Halbmesser  für  die  äufsere 

Begrenzung  und  b  die  Dicke  der  Mauer,  so  ist  der  Halbmesser  für  die 

innere  Begrenzung  r  —  b  und  daher 

(2r  — b)b:;c 

die  Querschnittsfläche  der  Mauer. 

Die  Last,  welche  sie  ohne  Berücksichtigung  ihres  Gewichtes  für  die 

Dauer  mit  Sicherheit  tragen  kann,  ist 

Q  =  k,  (2r  — b)bjr 

Ist  der  Halbmesser  r  und  die  Belastung  Q  gegeben,  und  soll  die 

Dicke  der  Mauer  bestimmt  werden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


=  r±|/, 


Q 
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Wird  das  Gewicht  der  Mauer  berücksiclitigt,  bezeichnet  h  die  Höhe 
derselben  und  7  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  hat 
man  für  diejenige  Belastung,  welche  sie  mit  Sicherheit  trägt,  ohne  dafs 
eine  Zerstörung  an  der  Basis  erfolgt,  die  Gleichung 
Q  =  (k,  —  ;Kh)  (2r  — bjbjT 

Soll  für  diesen  Fall  die  Dicke  der  Mauer  bestimmt  werden,  so  folgt 
aus  der  Gleichung 

Der  Druck,  den  diese  Mauer  ohne  Belastung  auf  das  Fundament 
ausübt,  ist 

D  =  7h(2r— b)b.T 
und  der  Druck,  den  sie  auf  das  Fundament  ausübt,  wenn  sie  eine  ihrer 
Tragfähigkeit  entsprechende  Belastung  hat,  ist 

D  =  (\-\-yh)  (2r  — b)b.T: 


b.  Stabilität  der  Maueim. 

Wenn  ein  Körper  auf  einer  Ebene  steht,  und  seine  vertikale  Schwer- 
linie geht  durch  seine  TJnterstützungsfläche,  so  bleibt  er  auf  dieser  Fläche 
stehen,  wenn  dagegen  diese  Vertikale  nicht  durch  die  Untorstützungsfläche 
geht,  so  dreht  sich  der  Körper  um  die  der  vertikalen  Schwerlinie  zunächst 
liegende  Kante  seiner  TJnterstützungsfläche  und  fällt  um. 

Im  ersteren  Falle  mufs  eine  Kraft  aufgewendet  werden,  wenn  der 
Körper  umgestürzt  werden  soll,  im  letzteren  Falle  ist  eine  solche  Kraft 
nicht  erforderlich. 

Man  sagt  daher,  im  ersteren  Falle  sei  der  Körper  stabil,  er  besitze 
Stabilität  oder  Standfähigkeit,  im  letzteren  Falle  sei  der  Körper  nicht  stabil, 
besitze  also  keine  Standfähigkeit. 

Unter  der  Stabilität  eines  Körpers  versteht 
man  aber  denjenigen  Widerstand,  den  er  einer 
Kraft  entgegensetzt,  welche  ihn  um  eine  Kante 
seiner  ünterstützungsfläche  zu  drehen  nnd  umzu- 
stürzen sucht. 

Man  sieht  ohne  Weiteres  ein,,  dafs  die  Sta- 
bilität eines  Körpers  von  seinem  Gewichte,  der 
Gröfse  seiner  TJnterstützungsfläche  und  der  Lage 
^  seines  Schwerpunktes  abhängig  sein  muCs. 

Fig.  95.  TJm  diese  Abhängigkeit  zu  untersuchen,  sei 

Figur  95  ein  auf  der  horizontalen  Ebene  AB  CD  unterstützter  Körper 
vom  Gewichte  G;  sein  Schwerpunkt  sei  S,  und  in  der  Höhe  des  Schwer- 
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piinktes  greife  eine  Kraft  P  an,  welche  das  Bestreben  hat,  den  Körper 
um  die  Kante  B  C  zu  drehen  und  umzustürzen. 

In  der  zur  Ebene  A  B  C  D  senkrechten  S  M  greift  das  Gewicht  G  an, 
in  der  zu  dieser  Ebene  parallelen  SO  greift  die  Kraft  P  an,  und  es  ist 
MN  der  Hebelarm  des  Gewichtes  G  und  ON  der  Hebelarm  der  Kraft  P 
in  Beziehung  auf  die  Kante  BC. 

Für  das  Gleichgewicht  haben  wir  daher  die  Bedingungsgleichung 
p.NÖ=  G.MN 
und  hieraus  folgt  für  die  Kraft,  welche  das  Umstürzen  zu  bewirken  strebt, 

^  — 

Nun  ist  MN  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Körpers  von 
der  TJmdrehungskante,  NO  die  Höhe  des  Schwerpunktes  über  der  Unter- 
stützungsfläche; und  da  P  auch  den  Widerstand,  den  der  Körper  einer 
Kraft  entgegensetzt,  welche  ihn  um  die  Kante  BC  zu  drehen  und  umzu- 
stürzen strebt,  also  seine  Stabilität  darstellt,  so  folgt  aus  der  obigen  Glei- 
chung, dafs  die  Stabilität  eines  auf  einer  horizontalen  Ebene  ruhenden 
Körpers  seinem  Gewichte  und  dem  Abstände  seiner  vertikalen  Schwerlinie 
von  der  ümdrehungskante  direkt,  der  Höhe  seines  Schwerpunktes  über  der 
Unterstützungsfläche  aber  umgekehrt  proportional  ist. 

Da  die  vertikale  Schwerlinie  eines  Körpers  in  der  Eegel  um  so  weiter 
von  der  Umdrehungskante  abstehen  wird,  je  breiter  die  Unterstützungs- 
fläche ist,  so  kann  man  auch  sagen:  Die  Stabilität  eines  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene  ruhenden  Körpers  ist  im  Allgemeinen  um  so  gröfser,  je 
gröfser  das  Gewicht  des  Körpers,  je  breiter  seine  Unterstützungsfläche  ist 
und  je  tiefer  sein  Schwerpunkt  liegt.  ^  ^ 

Ist  AB  CD,  Figur  96,  der  vertikale  1 
Durchschnitt  eines  Körpers,  AB  die  Breite  / 
der  Unterstützungsfläche   desselben,   S   sein       /  f 
Schwerpunkt,  SM  die  vertikale  Schwerlinie,  in      /  j 

welcher  sein  Gewicht  G  wirkt,  greift  in  einer    L  i  ^ 

beliebigen  Höhe  über  der  Unterstützungsfläche  '  ^ 
und  in  einer  beliebigen  Eichtung  OP  eine  ^.^ 
Kraft  P  an,  welche  den  Körper  um  die  durch 

B  gehende  Kante  zu  drehen  und  umzustürzen  strebt,  so  ist,  wenn  man 
BN  senkrecht  auf  OP  macht,  BM  der  Hebelarm  des  Gewichtes  G  und 
BN  der  Hebelarm  der  Kraft  P.  Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes 
haben  wir  daher  die  Bedingungsgleichung 

P.BN  =  G.BM 
Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  für  eine  Kraft,  deren  Gröfse,  Eichtung 
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und  Angriffspunkt  beliebig  sind,  das  Produkt  aus  dem  Gewichte  des  Körpers 
und  dem  Abstände  seiner  vertikalen  Schwerlinie  von  der  TTmdrehungskante 
im  Zustande  des  Gleichgewichtes  gleich  dem  Momente  der  umstürzenden 
Kraft  ist,  dafs  also  jenes  Produkt  für  die  Stabilität  des  Körpers  stets 
mafsgebend  ist. 

Man  nennt  deshalb  auch  das  Produkt  aus  dem  Gewichte  des  Körpers 
und  dem  Abstände  seiner  vertikalen  Schwerlinie  von  der  Umdrehungskante 
das  Mafs  der  Stabilität  des  Körpers  oder  die  Stabilität  selbst. 

Wenn  man  daher  die  Stabilität  eines  Körpers  beurteilen  will,  so  hat 
man  nur  nötig,  das  Produlvt  aus  seinem  Gewichte  und  dem  Abstände 
seiner  vertikalen  Schwerlinie  von  der  TJmdrehungskante  zu  bilden ;  er  be- 
sitzt dann  für  jede  Kraft,  deren  Moment  die  Gröfse  jenes  Produktes  nicht 
übersteigt,  vollkommene  Stabilität,  oder  kann  nur  von  einer  Kraft  umge- 
stürzt werden,  deren  Moment  gröfser  ist  als  jenes  Produkt. 

Es  läfst  sich  auch  durch  folgende  Construction  beurteilen,  ob  ein 
Körper  unter  gegebenen  Verhältnissen  stabil  ist  oder  nicht. 

Ist  wieder  AB  CD,  Figur  97,  der  verti- 
kale Durchschnitt  eines  Körpers,  A  B  die  Breite 
seiner  Unterstützungsfläche,  S  sein  Schwerpunkt 
und  stellt  die  Gerade  S  G  sein  im  Schwerpunkte 
angreifendes  und  vertikal  abwärts  wirkendes 
Gewicht,  so  wie  die  Gerade  OP  eine  in  0  an- 
greifende und  in  der  Richtung  OP  wirkende 
Kraft  P  dar ;  verlängert  man  S  G  und  0  P  über 
S  und  0  hinaus,  bis  beide  Eichtungen  in  T 
zusammentreffen,  macht  TM==SG,  TN  = 
OP,  und  construiert  das  Parallelogramm  TMRN,  so  ist  TR  die  Resultante 
aus  dem  Gewichte  des  Körpers  und  der  Kraft  P. 

Diese  Resultante  geht  durch  die  Unterstützungsfläche,  wird  daher  von 
dieser,  welche  wir  als  absolut  fest  voraussetzen,  aufgenommen  und  kann 
mithin  eine  Drehung  des  Körpers  um  die  Kante  B  nicht  bewirken. 

Ist  dagegen  OP^  eine  Kraft  P, ,  welche  in  0  angreift  und  in  der 
Richtung  0  P^  wirkt,  welche  mit  der  Richtung  0  P  zusammenfällt,  und  wir 
machen  T  =  0  Pj  und  construieren  das  Parallelogramm  TNjRjM,  so 
ist  TRi  die  Resultante  aus  dem  Gewichte  des  Körpers  und  der  Kraft  Pj. 
Diese  Resultante  geht  nicht  durch  die  Unterstützungsfläche,  sie  findet  daher 
keinen  Widerstand  und  wird  mithin  den  Körper  um  die  Kante  B  drehen 
und  umstürzen. 

Ginge  die  Resultante  aus  dem  Gewichte  des  Körpers  und  der  um- 
stürzenden Kraft  P  durch  die  Kante  B,  so  hielten  sich  beide  Kräfte  gerade 


Fig.  97. 
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das  Gleichgewicht,  so  dafs  bei  der  geringsten  Vermehrung  der  Kraft  P  die 
Drehung  und  der  Umsturz  des  Körpers  erfolgen  würden. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  aber  Folgendes: 

Ein  Körper  besitzt  noch  Stabilität,  wenn  die  Resultante  aus  seinem 
Gewichte  und  der  umstürzenden  Kraft  durch  die  Unterstütz ungsfläche  geht; 
er  besitzt  keine  Stabilität  mehr,  wenn  diese  Eesultante  nicht  durch  die 
Unterstützungsfläche  geht;  er  befindet  sich  endlich  auf  der  Grenze  seiner 
Stabilität,  wenn  die  fragliche  Resultante  die  Umdrehungskante  schneidet. 

Wir  können  nun  aber  auch  die  Arbeitsgröfse  berechnen,  welche  auf- 
zuwenden ist,  um  die  Stabilität  eines  Körpers  aufzuheben,  d.  h.  um  den 
Körper  aus  dem  stabilen  in  den  labilen  Gleichgewichtszustand  oder  an  die 
Grenze  seiner  Stabilität  zu  versetzen. 

Ist  AB  CD,  Figur  98,  der  vertikale  Durchschnitt  JL 
eines  Körpers,  S  der  Schwerpunkt  desselben,  und  soll  / 
die  Drehung  um  die  Kante  B  bewirkt  werden,  so  / 
befindet  sich  der  Körper  im  labilen  Gleichgewichte,  / 
wenn  sein  Schwerpunkt  von  S  nach  Sj  gekommen  ist?  ^ — 
indem  Si  in  der  von  B  aufsteigenden  Vertikalen 
liegt.    Die  fragliche  Arbeit  besteht  daher  darin,  dafs 
der  Körper  um  die  Kante  B  so  lange  gedreht  wird,  bis  der  Schwerpunkt 
von  S  nach  Si  kommt.    Der  Schwerpunkt  beschreibt  hierbei  den  Bogen  S  S^ 
und  wird  auf  die  vertikale  Höhe  TSi  gehoben,  so  dafs,  wenn  G  das  Ge- 
wicht des  Körpers  bezeichnet,  G.'TS^ 
diese  Arbeit  ist.    Es  ist  aber 

TSj  =  BSj  — BT 
Bezeichnen  wir  BS,,  oder  was  dasselbe  ist,  BS  mit  a,  BM  mit  b 
und  S  M  =  B  T  mit  h,  so  folgt  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  B  M  S 

=  b^  -f.  h^ 

daher   

a  =  yb^  -h 
Mit  Rücksicht  hierauf  erhalten  wir 

TS,  =="l/b''^H-h2  —  h 
und  für  die  fragliche  Arbeit  erhalten  wir  den  Ausdruck 
G("|/b^  +  h^  — h) 
Diese  Arbeit  ist  hiernach  um  so  gröfser,  je  gröfser  G  und  b  sind  und 
je  kleiner  h  ist,  oder  die  Arbeit  ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  das  Gewicht 
des  Körpers,  je  breiter  seine  Unterstützungsfläche  ist  und  je  tiefer  sein 
Schwerpunkt  liegt. 

Das  in  dem  Vorstehenden  über  die  Stabilität  eines  Körpers  im  All- 
gemeinen Gesagte  gilt  auch  von  der  Stabilität  der  Mauern. 
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Ist  der  vertikale  Durchsclinitt  einer  Mauer  ein  Eechteck  ABCD, 
Figur  99,  ist  AB  =  b  die  Breite,  BC  ==  h  die  Höhe  und  1  die  Länge 
der  Mauer,  bezeichnet  endlich  r  das  Gewicht  der  Ku- 
bikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  ist 
j'bhl 

das  Gewicht  der  Mauer. 

Da  der  Schwerpunkt  dieser  Mauer  in  der  Mitte 
derselben  liegt,  so  ist  der  Abstand  der  vertikalen  Schwer- 
liuie  S  M  sowol  von  A  als  auch  von  B  gleich  der  halben 
Breite  der  Mauer,  also  gleich  Ib.  Mithin  ist  die  Sta- 
bilität der  Mauer,  welche  wir  mit  S  bezeichnen  wollen, 
sowol  in  Beziehung  auf  die  Kante  A  als  auch  auf  die 
Kante  B 

S  =  U./bhl 
=  iyV\i\ 

Die  Stabilität  ist  hiernach  dem  Quadrate  der  Breite  proportional,  sie 
ist  also  unter  sonst  gleichen  Umständen  bei  doppelter  Breite  viermal  und 
bei  dreifacher  Breite  neunmal  so  grofs  als  bei  einfacher  Breite. 

Ist  die  Mauer  ein  Pfeiler  von  rechteckiger  Basis,  sind  a  und  b  die 
Seiten  des  Eechtecks,  ist  h  die  Höhe  des  Pfeilers  und  /  das  Gewicht  der 
Kubikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  ist 

7 . ab . h 

das  Gewicht  des  Pfeilers ;  und  da  die  vertikale  Schwerlinie  desselben  von 
jeder  der  Kanten  a  um  ib  und  von  jeder  der  Kanten  b  um  ^a  absteht, 
so  ist  die  Stabilität  in  Beziehung  auf  eine  jede  der  Kanten  a 

Sa  =  i.b.7ab.h 
=  i^ab-^h 

und  in  Beziehung  auf  eine  jede  der  Kanten  b 

Sb  =  I  a .  7  .  a  b  .  h 
=  s/aM^h 

Ist  die  Basis  des  Pfeilers  ein  Quadrat  und  bezeichnet  b  die  Seite 
desselben,  so  ist 

T'.b^h 

das  Gewicht  des  Pfeilers,  und  da  die  vertikale  Schwerlinie  desselben  von 
einer  jeden  Kante  der  Basis  um  h.  b  absteht,  so  ist  die  Stabilität  des  Pfeilers 
für  eine  jede  Kante  seiner  Basis 

S  =  ib.?^b^h 

Es  ist  daher  die  Stabilität  eines  Pfeilers  mit  quadratischer  Basis  der 
dritten  Potenz  der  Quadratseite  proportional. 
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Ist  die  Basis  des  Pfeilers  ein  Kreis  und  bezeichnet  r  den  Halbmesser 
desselben,  so  ist  /r^jrh 

das  Gewicht  des  Pfeilers;  und  da  die  vertikale  Schwerlinie  durch  den 
Mittelpunkt  der  Basis  geht,  so  ist  ihr  Abstand  von  einem  jeden  Punkte 
des  TJmfanges  der  Basis  gleich  dem  Halbmesser  r;  die  Stabilität  des 
Pfeilers  ist  mithin  nach  allen  Eichtungen  dieselbe  und  daher 

S  =  r  .  yr'^Tth 
—  /r^jrh 

Die  Stabilität  eines  Pfeilers  mit  kreisförmiger  Basis  ist  hiernach  der 
dritten  Potenz  des  Halbmessers  derselben  proportional. 

Ist  die  Basis  des  Pfeilers  ein  regelmäfsiges  Vieleck  und  bezeichnet 
F  den  Flächeninhalt  desselben,  so  ist  das  Gewicht  des  Pfeilers 

Bezeichnet  ferner  r  den  Halbmesser  des  einzuschreibenden  Kreises, 
so  ist  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Basis  geht,  von  einer  jeden  Kante  =  r  und  daher  die  Stabi- 
lität des  Pfeilers  für  eine  jede  Kante  seiner  Basis 

S  =  /Fhr 

Ist  der  vertikale  Durchschnitt  einer  Mauer  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck  ABC,  Figur  10  0,  ist  AB=b 
die  Breite  der  Basis  und  B  C  =  h  die  Höhe  der  Mauer 
so  wie  1  die  Länge  derselben,  ist  endlich  y  das  Gewicht 
der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  ist 

bh  ,  A 

das  Gewicht  der  Mauer. 
A  und  Ib  und  von  der  Kante  B  um  H  entfernt.    Es  ist  daher  die  Stabi- 
lität der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  A 

Sa  =  sb.^-y 

=  i;^b^hl 
und  in  Beziehung  auf  die  Kante  B 

Sb=  i  b  .  7 . 

=  ir-b'hl 
Ist  der  vertikale  Durchschnitt  einer  Mauer 
ein  Trapez  AB  CD,  Figur  101,  so  wird  dieses 
durch  die  Gerade  DE  parallel  zu  BC  in  das  Eechteck  EBCD  und  in 
das  Dreieck  AED  zerlegt.  Bezeichnet  man  EB  mit  b  und  AE  mit  b,, 
so  ist  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  SM  von  der  Kante  A 

ib  +  b, 

Wenck,  Baumechanik.  17 


1  Fig.  100. 

Die  vertikale  Schwerlinie  S  M  ist  von  der  Kante 
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und  von  der  Kante  B 


Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S,  M,  von  der  Kante  A  ist 

Ib, 

und  von  der  Kante  B 

^b, +  b 

Ist  1  die  Länge  so  wie  h  die  Höhe  der  Mauer  und  hat  /  seine 
frühere  Bedeutung,  so  ist  das  Gewicht  des  rechteckigen  Teiles 

;^bhl 

und  das  Gewicht  des  dreieckigen  Teiles 

bih  , 

Die  Stabilität  der  Mauer  ist  nun  gleich  der  Summe  der  Produkte 
aus  den  Gewichten  des  dreieckigen  und  des  viereckigen  Teiles  und  den 
Abständen  ihrer  vertikalen  Schwerlinien  von  der  TJmdrehungskante. 

Hiernach  ist  die  Stabilität  in  Beziehung  auf  die  Kante  A 

Sa  =  (H  +  b,) /bhl  +  Ib,  .  /  .  1 

=  7hl(iV  +  bb,  4-ib,') 
und  in  Beziehung  auf  die  Kante  B 

St  =  ib  .  7bhl  +  (H,  +  b) .  2-  ^  1 
=  i7hl(b^  +  bb,  -}- 
Ist  die  Böschung  gegeben,  ist  also  gegeben,  wie  viel  die  Mauer  für 
die  Einheit  der  Höhe  ausladet,  und  bezeichnet  man  diese  Böschung  mit 
n,  so  ist  bj  =  nh.    Führt  man  dieses  in  die  vorstehenden  Gleichungen 
ein,  so  ist 


und 


Sa  =  ;Khl  [W  +  bnh  -f  in^h^) 

Sb  =  i7hl(b'^  +  bnh-f  in^h^) 

Ist  der  vertikale  Durchschnitt 
einer  Mauer  wieder  ein  Trapez 
AB  CD,  Figur  102,  welches  durch 
die  Mittellinie  MN  in  zwei  con- 
gruente  Teile  AMND  und  BMNC 
geteilt  wird,  und  ist  S  der  Schwer- 
punkt desselben,  so  steht  die  ver- 
tikale Schwerlinie  SM  von  den 
Kanten  A  und  B  gleich  weit  ab. 
Bezeichnen  wir  die  untere  Breite  AB  mit  a,  die  obere  Breite  DC 
mit  b  und  die  Höhe  der  Mauer  mit  h  so  wie  ihre  Länge  mit  1,  so  ist 


M 
Fig.  102, 


a  +  b 


hl 
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das  Gewicht  der  Mauer  und  4a  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie 
von  jeder  der  Kanten  A  und  B.  Die  Stabilität  der  Mauer  ist  daher  sowol 
für  die  Kante  A  als  auch  für  die  Kante  B 

a  +  b 
2 


hl 


=  i;/.a(a  +  b)hl 
Ist  die  obere  Breite  b,  die  Höhe  h  und  die  Böschung  n,  welche  zu 
beiden  Seiten  gleich  ist,  so  wie  die  Länge  1  gegeben,  so  ist  die  untere 
Breite 

a  =  b  -I-  2nh 

Wir  haben  daher,  um  hier  den  Ausdruck  für  die  Stabilität  zu  be- 
kommen, in  dem  zuletzt  entwickelten  Ausdruck  b  +  2nh  für  a  einzuführen. 
Hierdurch  erhalten  wir 

S  =  ij/(b  +  2nh)  (b-f  2nh-{-b)hl 
==  i^(b  -f-  2nh)  (2b  +  2nh)  hl 
=  iyUih-i-  2nh)  (b  +  nh) 
Sind  die  Böschungen  zu  beiden  Seiten 
nicht  gleich,  so  hat  man  die  Mauer  AB  CD, 
Figur  103,  in  das  Parallelepiped  DCC,  D^  und 
in  die  dreiseitigen  Prismen  ADDj  und  BCCj 
zu  zerlegen  und  die  Momente  dieser  drei  Körper 
in  Beziehung  auf  die  Kanten  A  und  B  zu  be- 
stimmen. Die  Summe  dieser  Momente  ist  dann 
die  Stabilität  des  Körpers. 

Bezeichnen  wir  die  obere  Breite  der  Mauer 
DC  =  DjCj  mit  b,  femer  ADj  mit  bj,  BC^  mit  \,  die  Höhe  mit  h  und 
die  Länge  mit  1  so  wie  mit  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Mauer- 
werkes, so  ist  das  Gewicht  des  Parallelepipeds  DCC^D^ 

;^bhl 

das  Gewicht  des  dreiseitigen  Prismas  ADD^ 


r 


bjh 


und  das  Gewicht  des  dreiseitigen  Prismas  BCC^ 


bah  ^ 


^-  2 

Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  SM  von  der  Kante  A  ist 

ib  +  b, 

von  der  Kante  A  ist 


der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S^M 


und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie 

b,  +  b  +  h\ 


SjMg  von  der  Kante  A 


17* 


ist 
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Ferner  ist  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S  M  von  der  Kante  B 

der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S,Mj  von  der  Kante  B 

+  b  + 

und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S^Mg  von  der  Kante  B 

Hiernach  ist  nun  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die 
Kante  A 

Sa  =  J.bhl(ib  +  b,)+y-^lJb,  +J.  ^l(b,  +  b  +  Jb,) 

=  hr^\ [h,'  +  2b,^  +  3  (V  +  2bb.  +  bb,  +  b,b^] 
und  in  Beziehung  auf  die  Kante  B 

Sb=rbhl(lb  +  b,)  +  ;^^l(b,+  b-|-ib,)  +  ^-^l.|b, 
=  n;rh  1  [b,2  -}-  2b/  +  3  (b/  -f  2 bb,  +  bb,  +  b,  bj] 
Bezeichnet  man  die  Böschung  für  die  Seite  AD  mit  m  und  für  die 
Seite  BC  mit  n,  so  ist  b,  =  mh  und  b,  =  nh. 

Wird  dieses  in  die  obigen  Gleichungen  eingesetzt,  so  wird  die  Sta- 
bilität in  Beziehung  auf  die  Kante  A 

Sa  =  ^;Khl  [(n^  +  2m2  +  3mn)  h^  -f-  3 b  (b  +  (2 m  +  n)h)] 
und  die  Stabilität  in  Beziehung  auf  die  Kante  B 

Sb  =  ^;-hl[(m^^  _}_  2n2  +  3mn)h'  +  3b(b  +  (m  -f  2n)h)] 

Ist  der  vertikale  Durchschnitt  einer  Mauer 
von  der  Form  Figur  104,  so  hat  man  sie  in  die 
beiden  Parallel epipede  AB  CD  und  BEFGr  zu 
zerlegen  und  die  Momente  dieser  beiden  Körper 
in  Beziehung  auf  die  Kante  A  oder  die  Kante  E 
zu  bestimmen.  Die  Summe  dieser  Momente  ist 
die  Stabilität  der  Mauer. 

Bezeichnet  man  B  E  mit  b,  E  F  mit  h,  A  B 
mit  bj ,  B  C  mit  h, ,  die  Länge  der  Mauer  mit  1 
und  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes  mit  y,  so  ist  das  Ge- 
wicht des  Parallelepipedes  BEFG 

j^bhl 

und  das  Gewicht  des  Parallelepipedes  AB  CD 

7^h,l 

Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  SM  von  der  Kante  A  ist 

Ib  +  b. 

und  der  Abstand  dieser  Schwerlinie  von  der  Kante  E  ist 

ib 
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Fig.  105. 


Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  S^M,  von  der  Kante  A  ist 

und  der  Abstand  dieser  Schwerlinie  von  der  Kante  E  ist 

^b,  H-b 

Es  ist  daher  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  A 

=  7I  (ib-h  +  bb,h  +  W\) 
und  in  Beziehung  auf  die  Kante  E 

Se  =  ;^bhl .  ib  +  yW\ (ib,  -I-  b) 

Ist  eine  Mauer  mit  Yerstärkungspfeilern 
versehen,  welche  eine  parallelepipedische 
Form  haben  und  mit  der  Mauer  von  gleicher 
Höhe  sind,  Figur  105,  ist  b  die  Breite,  h 
die  Höhe  und  1  die  Länge  der  Mauer  von 
einer  Mitte  zur  anderen  zwischen  zwei  Ver- 
stärkungspfeilern,  ist  ferner  b^  die  Breite 
und  Ij  die  Länge  des  Pfeilers,  so  ist  das 
Gewicht  der  Mauer 

^bhl 

und  das  Gewicht  des  Pfeilers 

Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  von  der  üm- 
drehungskante  FG  ist 

ib  -h  b, 

und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Pfeilers  von  derselben 
Kante  ist 

4b, 

Es  ist  daher  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  F  G 
S  =  ;'bhl  (ib  +  bj  +  /b^hl,  .ib, 
=  7h(ibM-f-bb,l-f-ib,MJ 
Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  von  der  Kante 
AL  ist 

und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Pfeilers  von  der  Kante 
AL  ist 

b  +  ib, 

Es  ist  daher  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  A  L 
S  =  ;^bhl.ib  -f-  ^^b^hl,  (b  4-  ibj 
=  7h(ibM  +  bbJi  +ib,ni) 
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Hat  der  Pfeiler  mit  der  Mauer  nicht  gleiche  Höhe  und  wird  die  Höhe 
des  Pfeilers  mit  hj  bezeichnet,  so  ist  das  Gewicht  des  Pfeilers 

und  daher  ist  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  FG- 
S  =  ^bhl  (^b  +  bO  +  ;Kb.hJi  .ibi 
=  7[bhl(ib  -f  b,)  +ibi=^h,l, 

und  in  Beziehung  auf  die  Kante  AL 

S  =  7bhl .  B  +  r\^ili  (b 

Sind  die  Yerstärkungspfeiler  der  Mauer 
dreiseitige  Prismen,  welche  mit  der  Mauer 
gleiche  Höhe  haben,  Figur  106,  ist  b  die 
Breite,  h  die  Höhe  und  1  die  Länge  der 
Mauer  von  einer  Mitte  zur  anderen  zwischen 
zwei  Verstärkungspfeilem,  ist  bi  die  Breite 
der  Basis  und  Ij  die  Länge  des  Yerstär- 
kungspfeilers,  so  ist  das  Gewicht  der  Mauer 

und  das  Gewicht  des  Pfeilers 


Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  von  der  Kante 
FG  ist 

U  +  b, 

und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Pfeilers  von  der  Kante 
FG  ist 

fb, 

Es  ist  daher  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  F  G 

S  =  ;'bhlöb  +  b,)  +  7^^1,.lb, 

=  7h(ib-l-{-bbJ  +  Uin, 
Der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  von  der  Kante 
AL  ist 

hh 

und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Pfeilers  von  der  Kante  . 
AL  ist 

h  -I-  ibi 

Es  ist  daher  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung  auf  die  Kante  A  L 
S  =  ;.bhl.U+  ;Ki|^li  (b  +  H,) 
=  ;Kh(ibM-}-^bb,l, 
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Hat  der  Pfeiler  mit  der  Mauer  nicht  gleiche  Höhe  und  wird  die 
Höhe  des  Pfeilers  mit  h,  bezeichnet,  so  ist 

b,h, 

das  Gewicht  des  Pfeilers,  und  folglich  ist  die  Stabilität  der  Mauer  in  Be- 
ziehung auf  die  Kante  FG 

S  =  ^bhl  ab  H-  bj  +    ^  1,  .  §b. 

=  7[bhl(|b  +  bi)  +  ^Vliili] 
und  in  Beziehung  auf  die  Kante  AL 

S  =  ;.bhl.|b  +  7-^l,  (b  +  HO 
=  r[^l)'lil  +  ib,h,li(h4-^bj 

Ist  eine  Mauer  belastet,  so  wird  durch  die  Belastung  die  Stabilität 
vergröfsert  und  zwar  um  das  Moment  der  Belastung  in  Beziehung  auf 
die  TJmdrehungskante. 

Es  sei  ACDE,  Figur  107,  der  vertikale 
Durchschnitt  einer  Mauer,  die  obere  Breite  der- 
selben sei  b,  die  Höhe  h,  die  Länge  1  und  die 
Böschung  n,  so  dafs  die  Ausladung  für  die  ganze 
Höhe  nh  beträgt.  Auf  die  Mauer  wirke  zufolge 
einer  Belastung  in  vertikaler  Richtung  ein  Druck 
P und  der  Abstand  der  vertikalen  Schwerlinie 
dieser  Last  vom  Punkte  D  sei  a,  so  ist  der  Ab- 
stand dieser  Schwerlinie  von  der  TJmdrehungskante  C 

a  +  nh 

und  mithin  das  Moment  der  Last  in  Beziehung  auf  die  Kante  C 

(a  -f  nh)P 

Die  Stabilität  der  Mauer  ist  aber  nun  in  Beziehung  auf  die  Kante  C 
S  ==  7hl  (W  4-  bnh  +  in^h^)  +  (a  -f-  nh)  P 

Ist  die  Belastung  P  über  die  Mauer  gleichmäfsig  verteilt,  so  fällt 
die  vertikale  Schwerlinie  der  Last  mit  der  vertikalen  Schwerlinie  des 
rechteckigen  Teiles  der  Mauer  zusammen,  so  dafs  ihr  Abstand  von  der 
Umdrehungskante  C 

U  +  nh 

ist.   In  diesem  Falle  ist  dann  die  Stabilität  der  Mauer 

S  =  ^hl       +  bnh  +  hn'h')  +  (ib  +  nh)  P 
Soll  nun  eine  Mauer  bei  gegebener  Länge  und  Höhe  einem  Drucke, 
dessen  Gröfse  und  Angriffspunkt  gegeben  sind,  gegen  die  Umdrehung 
Widerstand  leisten,  so  mufs  die  Breite  der  Basis  der  Mauer  bestimmt 
werden.    Man  hat  zu  diesem  Zwecke  die  betreffende,  für  die  Stabilität  ent- 
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wickelte  Formel  dem  Momente  des  Druckes  in  Beziehung  auf  die  Um- 
drehungskante gleich  zu  setzen  und  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  für 
die  Breite  der  Mauerbasis  zu  bestimmen. 

Man  erhält  daduich  nur  diejenige  Breite,  welche  eben  für  das  Gleich- 
gewicht erforderlich  ist,  welche  aber  noch  nicht  die  nötige  Sicherheit  ge- 
währt, da  bei  der  geringsten  Vermehrung  des  Druckes  oder  bei  der  gering- 
sten Verminderung  der  Stabilität  der  Umsturz  erfolgen  würde.  Da  nun  aber 
die  Mauer  dem  Drucke  mit  gehöriger  Sicherheit  Widerstand  leisten  mufs, 
so  genügt  die  dem  Gleichgewichte  entsprechende  Basis  der  Mauer  den  an 
sie  zu  machenden  Anforderungen  nicht,  die  Breite  der  Mauerbasis  mufs 
vielmehr  eine  entsprechend  gröfsere  sein. 

Es  sind  hierbei  besonders  folgende  Umstände  in  Betracht  zu  ziehen. 
Die  Mauer  ist  weder  ein  Ganzes,  noch  ist  die  Drehungskante  oder  diejenige 
Axe,  auf  welche  die  Momente  bezogen  worden  sind,  absolut  fest,  wie  es 
doch  bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  vorausgesetzt  wurde. 

Die  Mauer  besteht  bekanntlich  aus  lauter  horizontalen  Schichten,  und 
es  kann  daher  für  eine  jede  Schicht,  welche  unterhalb  des  Angriffspunktes 
des  Druckes  liegt,  eine  Drehung  eintreten.  Eerner  ist  die  Drehungskante 
nicht  absolut  fest,  denn  es  kann  sowol  die  Unterlage,  das  Fundament, 
auf  welchem  die  Mauer  ruht,  in  der  Nähe  der  Drehungskante  ausweichen 
und  nachgeben  als  auch  die  Kante  selbst  abgedrückt  und  zerbröckelt 
werden. 

Diese  Umstände  bewirken  nun,  dafs  die  Drehung,  wenn  sie  wirklich 
eintritt,  nicht  um  die  Mauerkante,  sondern  um  eine  Axe  erfolgt,  welche 
der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  näher  liegt,  als  die  betreifende  Mauer- 
kante. Hierdurch  wird  der  Hebelarm  des  Gewichtes  der  Mauer  verkürzt 
und  mithin  die  Stabilität  derselben  vermindert.  Die  für  den  Gleichgewichts- 
zustand berechnete  Mauerbasis  ist  dann  nicht  einmal  vorhanden,  sondern 
eine  Basis  von  geringerer  Breite,  so  dafs  der  Druck,  welcher  der  Berech- 
nung zu  Grunde  gelegt  wurde,  schon  eine  Drehung  der  Mauer  herbei- 
führen müfste. 

Um  daher  die  gehörige  Sicherheit  zu  erlangen,  berechnet  man  die 
Breite  der  Mauerbasis  für  einen  Druck,  welcher  2  bis  3  mal  so  grofs 
als  der  gegebene  ist. 

Ist  nun  z.  B.  die  Breite  der  Basis  einer  geböschten  Mauer  zu  be- 
rechnen, auf  welche  in  horizontaler  Richtung  ein  Druck  P  wirkt,  dessen 
Abstand  von  der  Basis  der  Mauer  H,  und  dessen  Moment  also  PH  ist, 
so  hat  man  die  Stabilitätsformel 

yhl{hh^  +  bnh  -j-  in'h"-^) 
diesem  Momente  gleich  zu  setzen  und  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  den 
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Wert  von  b  zu  bestimmen,  wenn  n  gegeben  ist,  oder  umgekehrt  den  Wert 
yon  n  zu  bestimmen,  wenn  b  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  b  gegeben,  so  haben  wir  aus  der  G-leichung 
H-  bnh  -f-  in^h-}  =  PH 
den  Wert  von  n  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Gleichung  folgende  Gestalt 
3b     _  3PH  _  ^ 
^  +   h  ^  ~   yhH  2h2 
und  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhalten  wir 

„  =  u(-3.±}/Ä  +  3v) 

Nehmen  wir  der  Sicherheit  wegen  den  Druck  dreimal  so  grofs,  als 
der  gegebene  ist ,  setzen  wir  also  3  P  für  P  in  die  Gleichung  ein ,  so 

erhalten  wir  ,   , 

n  =  ih  (-3b±]/^  +  3b^  ) 

Auf  dieselbe  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  n  gegeben  ist  und  b  be- 
stimmt werden  soll. 

Ob  eine  Mauer  gegen  das  Umkanten  die  gehörige  Sicherheit  besitzt, 
läfst  sich  auch  noch  auf  folgende  Weise  beurteilen: 

Wir  haben  früher  gesehen,  dals  ein  Körper  überhaupt  noch  Stabilität 
besitzt,  wenn  die  Eesultante  aus  seinem  Gewichte  und  derjenigen  Kraft 
welche  ihn  umzustürzen  strebt,  durch  die  Unterstützungsfläche  geht. 

Wenn  wir  daher  aus  dem  Gewichte  der  Mauer  und  dem  gegen  sie 
gerichteten  Drucke  in  der  bekannten  Weise  die  Eesultante  construieren,  so 
wird  die  Mauer  zwar  Stabilität  besitzen,  also  nicht  umgestürzt  werden, 
wenn  diese  Eesultante  durch  die  Basis  der  Mauer  hindurchgeht;  allein 
wegen  der  oben  erörterten  Umstände  ist  es  für  die  erforderliche  Sicher- 
heit notwendig,  dafs  die  Eesultante  die  Basis  der  Mauer  nicht  in  der  Nähe 
der  Umdrehungskante,  sondern  in  einer  gewissen  Entfernung  von  der- 
selben schneidet. 

Der  Marschall  Vauban  giebt  als  Bedingung  für  die  Sicherheit  an, 
dafs  der  Abstand  des  Durchschnittspunktes  der  Eesultante  mit  der  Mauer- 
basis von  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  höchstens  nur  f  des  Ab- 
standes  dieser  Schwerlinie  von  der  Umdrehungskante  betragen  dürfe. 

Ist  daher,  Figur  108,  A  B  C  D  der  vertikale  Durchschnitt  einer  Mauer 
und  S  der  Schwerpunkt  derselben ;  stellt  ferner  E  F  den  Druck  gegen  die 
Mauer  dar,  so  verlängere  man  EF  so,  dafs  sie  die  vertikale  Schwerlinie 
der  Mauer  schneidet,  mache  vom  Durchschnittspunkte  G  aus  GJ  gleich 
dem  Drucke  EF  und  GH  gleich  dem  Gewichte  der  Mauer  und  construiere 
aus  beiden  Kräften  das  Parallelogramm  GHKJ,  dessen  Diagonale  GK  die 
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Resultante  aus  diesen  Kräften  ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach  ist.  Diese 
Resultante  schneidet  nun  die  Mauerbasis  AB  im  Punlrte  N,  während  M 

der  Durchschnittspunkt  der  ver- 
tikalen Schwerlinie  der  Mauer 
mit  der  Basis  ist. 

Die  oben  ausgesprochene 
Bedingung  für  die  Sicherheit 
gegen  eine  Drehung  um  die 
Kante  A  fordert  nun,  dafs 
höchstens 

MN  =  fAM 

sei. 

Es  ist  früher  bemerkt  wor- 
den, dafs  das  TJmkanten  der 
Mauer  für  jede  horizontale  Fuge 
eintreten  kann,  welche  tiefer  als 
der  Angriffspunkt  des  Druckes  liegt.  Man  hat  daher  für  jede  solche  Fuge 
die  vorstehende  Untersuchung  anzustellen  und  zuzusehen,  ob  die  obige  Be- 
dingung überall  erfüllt  ist.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  eine  jede 
Fuge  eine  Resultante.  Wenn  man  nun  die  Durchschnittspunkte  der  Re- 
sultanten mit  den  Fugen  stetig  verbindet, 
so  erhält  man  eine  Kurve,  welche  die 
Widerstandslinie  der  Mauer  genannt  wird. 

Man  kann  daher  sagen,  dafs  eine 
vollständige  Sicherheit  gegen  das  Um- 
kanten  durch  die  ganze  Mauer  hindurch 
statt  findet,  wenn  der  Abstand  des  Durch- 
schnittspunlrtes  der  Widerstandslinie  mit 
jeder  Fuge  von  der  vertikalen  Schwer- 
linie der  Mauer  höchstens  nur  ^  des 
Abstandes  dieser  Schweiiinie  von  der 
Umdrehungskante  der  betreifenden  Fuge 
beträgt. 

Um  eine  solche  Widerstandslinie  zu 
construieren,  hat  man  in  folgender  Weise 
zu  verfahren: 

Ist  AB  CD,  Figur  109,  der  verti- 
kale Durchschnitt  einer  Mauer,  S  der 
Schwerpunkt  und  G  das  Gewicht  der- 
selben, ist  EF  der  in  E  angreifende  Druck  und  sindA,  B, ,  A2B2,  A3B3 
horizontale  Mauerfugen,  welche  unter  dem  Angriffspunkte  des  Druckes 
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liegen,  sind  S„  S2,  S3  die  Schwerpunkte  und  Gj,  G^,  G3  die  Gewichte  der  Mauer- 
teile AiBjCD,  A2B2CD,  A3B3CD,  so  verlängere  man  EF,  bis  sie  die  aus 
S„  S2,  Sa  und  S  construierten  Schwerlinien  in  H,,  Hg,  H3  und  H  schneidet 
und  mache  Hi  Jj  =  H2 J2  =  H3J3  =  H J  =  FF  so  wie  HiGi  =  Gi, 
G2  =  G2,  H3G3  =  G3  und  HG  =  G,  ferner  construiere  man  aus  Hi  Ji 
und  Hl  Gl,  aus  H0J2  und  H2G2,  aus  H3J3  und  H3G3,  aus  H  J  und  HG 
die  Parallelogramme  HiJiKiGi,  H2J2K2Gr2,  H3  J3K3G3,  H  JKG  und  ziehe 
die  Diagonalen  HiKi,  H2E2,  H3K3,  HK,  so  schneidet  HiKi  die  Fuge 
AiBj  in  Ni,  H2K2  die  Fuge  A2B2  in  N2,  H3K3  die  Fuge  A3B3  in  N3 
und  H K  die  Basis  AB  in  N ;  werden  endlich  die  Punkte  N"i ,  N2 ,  N3  und 
N  stetig  verbunden,  so  erhält  man  die  gesuchte  Widerstandslinie. 

c.  Gleiten  der  Mauern  auf  der  Basis. 

Wenn  ein  Druck  seitlich  gegen  eine  Mauer  wirkt,  so  kann  er  nicht 
nur  eine  Drehung  der  Mauer  um  eine  Kante  ihrer  Basis  und  somit  einen 
Umsturz  der  Mauer  herbeiführen,  sondern  er  kann  auch  die  Mauer  auf 
ihrer  Basis  fortschieben  und  ein  Ausgleiten  derselben  bewirken. 

Wenn  ein  fester  Körper  auf  einer  horizontalen  Unterlage  fortgeschoben 
werden  soll,  so  ist  die  Eeibung  zu  überwinden,  welche  zwischen  dem  festen 
Körper  und  seiner  Unterlage  statt  findet.  Die  Eeibung  ist  erfahrungsmäfsig 
dem  Drucke  proportional,  welcher  von  dem  festen  Körper  gegen  die  Unter- 
lage ausgeübt  wird,  und  hängt  aufserdem  noch  von  der  Natur  und  Be- 
schaffenheit der  sich  berührenden  Körper  ab,  so  dafs  sie  für  verschiedene 
Körper  verschieden  ist.  Diejenige  Eeibung,  welche  durch  die  Einheit  des 
Druckes  erzeugt  wird,  und  welche  für  jeden  Stoff  durch  Versuche  bestimmt 
werden  mufs,  wird  der  Eeibungscoefficient  genannt. 

Dieser  Eeibungscoefficient  stellt  auch  das  Verhältnis  der  Eeibung 
zum  Drucke  dar,  d.  h.  er  giebt  an,  wie  sich  die  Kraft,  welche  die  Eeibung 
zu  überwinden  hat,  zu  dem  die  Eeibung  erzeugenden  Drucke  verhält. 

Einem  jeden  Stoffe  entspricht  ein  bestimmter  Eeibungscoefficient. 

In  jedem  Falle  erhält  man  die  Gröfse  der  Eeibung,  wenn  man  den 
Druck  mit  dem  Eeibungscoefficienten  multipliciert. 

Bezeichnet  daher  (p  den  Eeibungscoefficienten,  Q  den  Druck  und  E 
die  Eeibung,  so  ist 

E== 

Wenn  es  sich  um  das  Fortschieben  eines  auf  einer  horizontalen  Unter- 
lage liegenden  Körpers  handelt,  so  ist  der  die  Eeibung  erzeugende  Druck 
das  Gewicht  des  Körpers.  Man  erhält  daher  in  diesem  Falle  die  Gröfse 
der  stattfindenden  Eeibung,  wenn  man  das  Gewicht  des  Körpers  mit  dem 
Eeibungscoefficienten  multipliciert. 
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Bezeichnen  wir  die  Länge  einer  parallelepipedischen  Mauer  mit  1,  ihre 
Breite  mit  b,  ihre  Höhe  mit  h  und  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des 
Mauerwerks  mit  /,  so  ist 

/bhl 

das  Gewicht  der  Mauer,  also  der  Druck,  den  sie  auf  ihre  horizontale  Unter- 
lage ausübt;  und  mithin  ist 

die  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Unterlage  stattfindende  Reibung. 

Ist  daher  P  eine  Kraft,  welche  in  horizontaler  Richtung  normal  gegen 
die  Mauer  wirkt  und  dieselbe  fortzuschieben  strebt,  so  ist  für  den  Zustand 
des  Gleichgewichtes 

P  =  (pyhhl 

und  es  kann  ein  Fortschieben  der  Mauer  nicht  statt.finden,  so  lange 

P  <  <f'y\)h\ 
oder  p 

^  >  TbhT 

Soll  für  einen  gegebenen  Druck  die  Breite  der  Mauer  bei  gegebener 
Länge  und  Höhe  bestimmt  werden,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

Da  diese  Breite  jedoch  nur  dem  Gleichgewichtszust-'Jide  entspricht, 
ohne  aber  die  nötige  Sicherheit  zu  gewähren,  so  berechnet  man,  um  diese 
Sicherheit  zu  erhalten,  die  Breite  für  einen  Druck,  welcher  doppelt  so 
grofs  als  der  wirklich  vorhandene  ist,  führt  also  2  P  statt  P  in  die  Rech- 
nung ein. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  zur  Berechnung  der  Breite  der  Mauer- 
basis die  Gleichung  p 

b= 


9P/hl 

Ist  die  Mauer  auf  der  einen  Seite  geböscht  und  n  die  Gröfse  der 
Böschung  so  wie  b  die  Breite  derselben,  so  ist 

2b  +  Dh 
7  2  

das  Gewicht  derselben  und 

2b  +  nh  ,  . 
(fy  ^  hl 

die  Reibung,  welche  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Unterlage  besteht. 
Zur  Bestimmung  von  n  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  haben  wir  daher 
die  Gleichung 

2b  +  nh  ,  , 
(fy  ^  hl  =  2P 

und  hieraus  4P  2b 

^  ^  Jyh^  T 
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In  einem  jeden  Falle  hat  man  nun  die  Breite  der  Mauerbasis  sowol 
für  den  Widerstand  gegen  das  TJmkanten  als  auch  für  den  Widerstand 
gegen  das  Gleiten  zu  berechnen  und  der  Mauer  diejenige  Breite  zu  geben, 
welche  das  gröfsere  von  beiden  Resultaten  fordert. 

Es  läfst  sich  auch  noch  auf  eine  andere  Weise  beurteilen,  ob  ein 
Ausgleiten  einer  Mauer  auf  ihrer  Basis  statt  finden  wird  oder  nicht. 

Wenn  ein  Druck  gegen  eine  Ebene  normal  wirkt,  so  wird  dieser 
Druck  von  der  Ebene  vollständig  aufgenommen;  wenn  dagegen  ein  Druck 
gegen  eine  Ebene  schief  wirkt,  so  wird  nur  ein  Teil  des  Druckes  von 
der  Ebene  aufgenommen,  während  der  andere  Teil  ein  Fortschieben  auf 
der  Ebene  herbeizuführen  sucht. 

Um  diese  beiden  Teile  zu  erhalten,  hat  man  den  gegen  die  Ebene 
in  schiefer  Eichtung  wirkenden  Druck  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen, 
von  denen  die  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  die  andere  mit  der 
Ebene  parallel  ist,  und  es  wird  nun  die  auf  der  Ebene  senkrechte  Com- 
ponente  von  der  Ebene  aufgenommen,  während  die  mit  der  Ebene  paral- 
lele Componente  das  Fortschieben  auf  der  Ebene  zu  bewirken  strebt. 

Ist,  Figur  HO,  MN  die  Ebene  und  stellt  AB 
den  gegen  die  Ebene  gerichteten  schiefen  Druck 
nach  Gröfse  und  Eichtung  dar,  so  ist,  wenn  man 
BC  senkrecht  auf  MN  macht  und  das  Eechteck 
ACBD  construiert,  AD  diejenige  Componente, 
welche  von  der  Ebene  aufgenommen  wird  und  A  C 
diejenige  Componente,  welche  das  Fortschieben  auf 
der  Ebene  zu  bewirken  sucht. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  bei- 
den Componenten  von  dem  Winkel  abhängt,  den  die  Eichtung  des  schie- 
fen Druckes  mit  der  Ebene  macht,  also  von  dem  Winkel  BAC. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Druckrichtung  mit  der  im  An- 
griffspunkte auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten  macht,  und  welcher  den 
Winkel,  den  die  Druckrichtung  mit  der  Ebene  macht,  zu  90°  ergänzt, 
also  den  Winkel  DAB  mit  a  und  den  Druck  AB  selbst  mit  P,  so  ist 

AD  =  P  cos  « 
AC  =  P  sin  a 

und  hiermit  sind  die  beiden  Componenten  bestimmt,  wenn  der  Winkel  a 
gegeben  ist. 

Es  ist  nun  P  cos  a  diejenige  Componente,  welche  die  Eeibung  auf 
der  Ebene  erzeugt,  und  folglich  ist  ^  P  cos  a  die  aus  dem  schiefen  Drucke 
P  hervorgehende  Eeibung. 

Soll  daher  ein  Fortschieben  auf  der  Ebene  nicht  statt  finden,  so  mufs 


B 

n  A 

C  N 

Fig.  110. 
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die  Reibung  gröfser  sein  als  die  schiebende  Kraft,  oder  es  mufs  doch  min- 
destens die  Eeibung  der  schiebenden  Kraft  das  Gleichgewicht  halten.  Für 
den  Grieichgewichtszustand  mnfs  daher  die  Gleichung  bestehen 

^  P  cos  «  =  P  sin  « 

und  hieraus  folgt 

(fj  =  tan  a 

Für  den  Gleichgewichtszustand  ist  demnach  die  Tangente  des  Win- 
kels, den  die  Druckrichtung  mit  der  im  Angriffspunkte  auf  der  Ebene  er- 
richteten Senkrechten  macht,  gleich  dem  Reibungscoefficienten. 

Man  hat  den  Winkel,  dessen  Tangente  gleich  dem  Reibungscoefficienten 
ist,  den  Reibungs-  oder  Ruhewinkel  genannt,  weil  für  diesen  Winkel 
durch  die  Reibung  noch  Ruhe  und  Gleichgewicht  besteht. 

Ist  daher  der  Winkel,  den  die  Druckrichtung  mit  der  im  Angriffs- 
punkte auf  der  Ebene  errichteten  Senkrechten  macht,  kleiner  als  der  Rei- 
bungswinkel, so  kann  eine  Bewegung  parallel  mit  der  Ebene,  also  ein 
Fortschieben  nicht  statt  finden,  ist  dagegen  der  fragliche  Winkel  gröfser 
als  der  Reibungswinkel,  so  mufs  das  Fortschieben  erfolgen. 

Wenn  sich  das  rechtwinkelige  Dreieck  DAB, 
Figur  III,  um  A D  als  Axe  dreht,  so  beschreibt  es 
einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Spitze  in  der  Ebene 
liegt,  und  dessen  Axe  auf  der  Ebene  senkrecht  steht. 
Ist  nun  der  Winkel  DAB  dieses  Dreiecks  der  Rei- 
bungswinkel, so  nennt  man  den  fraglichen  Kegel 
den  Reibungskegel.  Hiernach  kann  man  auch 
sagen,  dafs  jeder  gegen  die  Ebene  schief  gerichtete  Druck  von  der  Ebene 
vollständig  aufgenommen  wird,  so  lange  er  innerhalb  des  Reibungskegels 
liegt,  dafs  dieses  aber  nicht  mehr  der  Fall  ist,  sobald  die  Richtung  des 
Druckes  aus  dem  Reibungskegel  heraustritt. 

Ist  ABCD,  Figur  112,  der  vertikale  Durch- 
schnitt einer  auf  der  Ebene  MN  stehenden  Mauer, 
ist  S  Sj  die  vertikale  Schwerlinie  derselben  und  greift 
im  Punkte  E  eine  Kraft  EF  an,  welche  die  Mauer 
auf  der  Basis  fortzuschieben  strebt,  so  verlängere  man 
E  F  so,  dafs  diese  Verlängerung  die  vertikale  Schwer- 
linie S  Si  schneidet,  mache  vom  Durchschnittspunkte  G 
aus  GJ  gleich  der  drückenden  Kraft  EF  und  GH 
gleich  dem  Gewichte  der  Mauer,  construiere  das  Pa- 
^jg-  rallelogramm  GHK  J  und  ziehe  die  Diagonale  GK,  so 

ist  diese  die  aus  dem  Drucke  und  aus  dem  Gewichte  hervorgehende  Re- 
sultante, welche  in  schiefer  Richtung  gegen  die  Unterstützungsebene  drückt. 


Fig.  III. 
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Weil  aber  der  Winkel  KGH,  das  ist  der  Winkel,  den  die  Eesultante 
mit  der  vertikalen  Schwerlinie  der  Mauer  macht,  gleich  demjenigen  Winkel 
ist,  den  die  Eesultante  mit  der  im  Angriffspunkte  auf  der  Ebene  errich- 
teten Senkrechten  macht,  so  kann  ein  Fortschieben  der  Mauer  auf  ihrer 
Unterstützungsebene  nicht  statt  finden,  wenn  der  Winkel,  den  die  Eesul- 
tante aus  dem  Drucke  und  dem  Gewichte  der  Mauer  mit  der  vertikalen 
Schwerlinie  macht,  nicht  gröfser  als  der  Eeibungswinkel  ist. 

Da  das  Fortschieben  bei  jeder  horizontalen  Fuge,  welche  tiefer  als 
der  Angriffspunkt  des  Druckes  liegt,  statt  finden  kann,  so  mufs,  wenn  die- 
ser Fall  nicht  eintreten,  also  eine  vollständige  Sicherheit  für  jede  hori- 
zontale Fuge  gegen  das  Verschieben  vorhanden  sein  soll,  der  Winkel,  unter 
welchem  die  Widerstandslinie  für  jede  solche  Fuge  die  im  Durchschnitts- 
punkte errichtete  Senkrechte  schneidet,  kleiner  als  der  Eeibungswinkel  sein. 

d.  Verschiedene  Arten  der  Mauern, 

Je  nach  dem  Zwecke,  dem  die  Mauern  entsprechen  sollen,  unter- 
scheidet man  verschiedene  Arten  derselben.  Besonders  sind  folgende  an- 
zuführen : 

Freistehende  Umfassungsmauern,  das  sind  solche,  welche  lediglich 
dazu  dienen,  einen  unbedeckten  Eaum,  einen  Garten,  einen  Hof  und  der- 
gleichen zu  umschliefsen. 

Umfassungsmauern,  welche  einen  bedeckten  Eaum  umschliefsen  und 
mithin  eine  Decke  tragen,  also  die  Umfassungsmauern  der  Gebäude. 

Scheidemauern,  das  sind  solche,  welche  einen  umschlossenen  und  be- 
deckten Eaum  in  Abteilungen  teilen. 

Grundmauern,  das  sind  solche,  welche  in  der  Erde  stehen,  die  Last 
des  ganzen  Gebäudes  aufnehmen  und  auf  den  eigentlichen  Baugrund  über- 
tragen. 

Futter-  oder  Stützmauern,  das  sind  solche,  welche  den  Druck,  den 
eine  lockere  Masse  ausübt,  aufzunehmen  und  folglich  diese  Masse  zu 
stützen,  also  am  Herabrollen  oder  Herabgleiten  zu  verhindern  haben. 

Widerlagsmauern ,  das  sind  solche,  welche  einen  aus  den  Construc- 
tionen  hervorgehenden  seitlichen  Druck  aufzunehmen  und  diesem  Drucke 
Widerstand  zu  leisten  haben. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dafs  die  Mauern  je  nach  Verschieden- 
heit des  Zweckes,  dem  sie  dienen  sollen,  auch  verschieden  construiert  sein 
müssen,  und  dafs  dabei  Umstände  in  Betracht  kommen,  welche  aufser- 
halb  der  Grenzen  der  Statik  liegen.  Denn  die  Mauern  sollen  nicht  nur 
überall  einem  vertikalen  oder  horizontalen  Drucke  Widerstand  leisten,  sie 
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sollen  auch  noch  anderen  Anforderungen  genügen,  so  dafs  ihre  Dimen- 
sionen, besonders  aber  die  Stärken  derselben,  nicht  lediglich  nach  sta- 
tischen Gesetzen  zu  bestimmen  sind. 

So  sollen  z.  B.  die  Mauern  der  Wohnhäuser  einen  ausreichenden 
Schutz  gegen  die  Finflüsse  der  Witterung,  des  Temperaturwechsels  u.  s.  w. 
gewähren;  ferner  sollen  die  Mauern  der  Zerstörung,  welche  durch  die 
Witterung  so  wie  überhaupt  durch  die  Atmosphärilien  herbeigeführt  wird, 
einen  gehörigen  Widerstand  entgegensetzen;  sie  sollen  also  die  gehörige 
Dauerhaftigkeit  besitzen. 

Aus  derartigen  Gründen  wird  man  diesen  Mauern  auch  dann,  wenn 
sie  keine  Lasten  aufzunehmen  haben,  eine  gröfsere  Stärke  geben,  als  die 
statischen  Rücksichten  allein  fordern  würden. 

In  vielen  Fällen  läfst  sich  ^aher  die  Stärke  der  Mauern  durch  Rech- 
nung nicht  bestimmen,  und  man  hält  sich  dann  an  gewisse  Regeln,  welche 
aus  der  Erfahrung  abgeleitet  worden  sind,  und  welche  dadurch,  dafs  sie 
den  Anforderungen  entsprechen,  Geltung  erlangt  haben. 

Bei  freistehenden  Mauern  unterscheidet  Rondelet,  ob  dieselben  eine 
geschlossene  Figur  bilden  oder  nicht.  Bildet  die  Mauer  keine  geschlos- 
sene Figur,  so  macht  er  die  Stärke  der  Mauer  lediglich  von  ihrer  Höhe 
abhängig  und  giebt  an,  man  soll  die  Stärke  gleich  Vsj  Vio  oder  1/12  der 
Höhe  machen,  je  nachdem  eine  grofse,  eine  mittlere  oder  eine  geringe 
Stabilität  und  Widerstandsfähigkeit  erforderlich  erscheint. 

Bildet  aber  die  Mauer  eine  geschlossene  Figur,  so  macht  er  die 
Stärke  der  Mauer  von  der  Höhe  und  der  Länge  derselben  abhängig,  und 
zwar  giebt  er  zur  Bestimmung  der  Mauerstärke  aus  der  gegebenen  Länge 
und  Höhe  folgendes  Verfahren  an: 

Man  construiere  aus  der  Länge  und 
Höhe  als  Katheten  ein  rechtwinkeliges 
Dreieck  ABC,  Figur  113,  so  dafs  AB 
die  Länge  und  BC  die  Höhe  darstellt, 
teile  die  Höhe  in  8,  10  oder  12  gleiche 
Teile,  je  nachdem  eine  grofse,  mittlere 
oder  geringe  Widerstandsfähigkeit  erfor- 
derlich erscheint,  trage  einen  solchen  Teil 
CD  von  C  aus  auf  die  Hypotenuse  über, 
indem  man  C  E  =  C  D  macht  und  ziehe  E  F  senkrecht  auf  B  C ,  so  ist 
EF  die  der  Mauer  zu  gebende  Stärke. 

Aus  dieser  Construction  ergiebt  sich  aber  auch  leicht,  wie  man  die 
gesuchte  Mauerstärke  aus  der  Höhe  und  Länge  durch  Rechnung  bestim- 
men kann. 


! 
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Die  Dreiecke  ABC  und  EFC  sind  ähnlich,  und  aus  dieser  Ähn- 
lichkeit folgt  die  Proportion 


hieraus  erhält  man  aber 


AB  _  EF 
AC  "~  EC 


EF=  ^^-^^ 


AC 

Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  der  Mauer  mit  1,  die  Höhe  mit  h,  die 
Stärke  mit  b  und  führen  für  8,  10  oder  12  allgemein  n  ein,  so  ist 

AB==1;  EC==-^h 

AC  ==]/r-+  h'^;  EF  =  b 
und  es  nimmt  nun  die  für  die  Breite  der  Mauer  entwickelte  Gleichung 
folgende  Gestalt  an 

-hl 
n 


Bildet  die  Mauer  einen  King,  so  hat  man  als  Länge  der  Mauer  den 
vierten  Teil  des  Durchmessers  des  von  der  Mauer  zu  umschliefsenden 
Kreises  in  die  Construction  oder  Eechnung  einzuführen.  Bezeichnet  daher 
d  diesen  Durchmesser,  so  nimmt  die  Gleichung  für  eine  ringförmige  Mauer 
folgende  Gestalt  an 


b  -= 


-ih 
n 


-i-hd 

n 


l/d2  +  (4h)2 

Erhält  man  in  einem  der  vorstehenden  Fälle  eine  Mauerstärke,  welche 
kleiner  ist  als  diejenige  Grenze,  welche  für  die  Möglichkeit  eines  Verban- 
des erforderlich  ist,  so  hat  man,  da  die  Mauer  unter  dieser  Grenze  nicht 
hergestellt  werden  kann,  ihr  diejenige  Stärke  zu  geben,  bei  welcher  immer 
noch  ein  Verband  möglich  ist. 

Bei  den  Umfangsmauern  eines  Gebäudes  hat  man  zunächst  die  Front- 
mauern und  die  Giebelmauern  zu  unterscheiden,  und  bei  den  Frontmauern 
weiter,  ob  das  Gebäude  einstockig,  oder  ob  es  mehrstockig  ist,  und  ob  die 
Frontmauern  durch  die  Deckenconstruction  einen  Seitenschub  erleiden  oder 
nicht;  endlich  ob  in  dem  Gebäude  Scheidewände  vorkommen,  oder  ob  keine 
Scheidewände  vorhanden  sind. 

Für  Gebäude,  welche  einstockig  sind,  keine  Scheidemauern  besitzen, 
und  bei  denen  die  Deckenconstruction  keinen  Seitenschub  veranlafst,  macht 
Eondelet  die  Stärke  der  Frontmauern  von  der  Höhe  derselben  und  von 
der  lichten  Tiefe  des  Gebäudes  abhängig,  und  giebt  zur  Bestimmung  der 

Wenck,  Baumechanik.  18 
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Mauerstärke  dieselbe  Construction  wie  Figur  113,  wo  nun  AB  die  lichte 
Tiefe  des  Gebäudes  und  BC  die  Höhe  der  Mauer  vom  Fufsboden  bis  unter 
die  Bundbalken  darstellt,  und  zwar  soll  hierbei  die  Höhe  in  12  gleiche 
Teile  geteilt  werden. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Höhe  der  Mauer  innerhalb  der  angegebenen 
G-renzen  mit  h,  die  lichte  Tiefe  des  Gebäudes  mit  t  und  die  Stärke  der 
Frontmauer  mit  b,  so  erhalten  wir  zur  Berechnung  dieser  Stärke  aus  der 
Construction  durch  dieselben  Betrachtungen  wie  bei  Figur  11 3  die  Formel 

b^  ^^-^ 


yh2+t2 

Wenn  dagegen  aus  der  Construction  der  Decke  ein  Seitenschub  auf 
die  Frontmauer  resultiert,  so  mufs  die  Mauerstärke  für  diesen  Seitenschub 
in  der  früher  angegebenen  Weise  und  mit  Kücksicht  auf  die  nötige  Sicher- 
heit berechnet  werden. 

Bei  mehrstockigen  Gebäuden  ist  es  üblich,  in  dem  obersten  Stock- 
werke die  Frontmauern  1 V2  Stein  stark  zu  machen  und  für  jedes  folgende 
tiefere  Stockwerk  die  Mauer  um  je  einen  halben  Stein  zu  verstärken. 

Kedtenbacher  hat  die  Bestimmung  der  Stärke  der  Frontmauern 
mehrstockiger  Gebäude  von  der  Höhe  der  Stockwerke  und  der  lichten  Tiefe 
des  Gebäudes  abhängig  gemacht. 

Bezeichnet  man,  von  oben  nach  unten  gehend,  die  Stockwerkshöhen 
mit  h„h2,h3,  die  Stärke  der  Frontmauern  mit  bi,bo,b3  und  die  lichte  Tiefe 
des  Gebäudes  mit  t,  so  soll  sein 

40  ^  25 
_^       h,  +  h, 
—  40  ^  25 
h         t  ht-|-h,-fb3 
3  ~  40  25 
Kondelet  unterscheidet  noch  bei  Aufstellung  seiner  Formeln,  ob 
das  Gebäude  eine  Mittelscheidemauer  besitzt,  also  eine  Mauer,  welche 
parallel  mit  den  Frontmauern  durch  die  Mitte  des  Gebäudes  hindurchgeht, 
oder  ob  eine  solche  Mauer  nicht  vorhanden  ist. 
Ist  eine  Mittelscheidemauer  vorhanden,  so  ist 

b  =  ^ 
"  48 

und  ist  eine  solche  Mauer  nicht  vorhanden,  so  ist 

"  48 

WO  b  die  Stärke,  h  die  Höhe  der  Mauer  und  t  die  lichte  Tiefe  des  Ge- 
bäudes bezeichnet. 

Bei  den  Giebelmauern  hat  man  ganz  besonders  Rücksicht  auf  die 
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Tiefe  des  Gebäudes  so  wie  darauf  zu  nehmen,  ob  Mittelscheidemauem  vor- 
handen sind  oder  nicht;  endlich  ob  sie  durch  andere  daran  stofsende  Bau- 
teile unterstützt  werden,  oder  ob  dieses  nicht  der  Fall  ist. 

Ist  das  Gebäude  sehr  tief,  sind  keine  Mittelscheidemauern  oder  andere 
Bauteile  vorhanden,  welche  den  Giebelmauern  eine  gröfsere  Standfähigkeit 
erteilen,  so  soll  man  sie  wie  freistehende  Mauern  betrachten  und  ihre 
Stärke  demgemäfs  bestimmen;  sind  aber  die  Giebelmauern  durch  Mittel- 
scheidemauern verbunden  oder  werden  sie  durch  andere  anstofsende  Bau- 
teile ausreichend  verstärkt,  so  kann  man  ihnen  die  Stärke  der  Frontmauern 
geben.  Ist  aufserdem  das  Gebäude  von  geringer  Tiefe,  so  können  die 
Giebelmauern  sogar  schwächer  als  die  Frontmauern  gemacht  werden,  we- 
nigstens kann  man  in  der  Giebelmauer  die  für  die  höchste  Etage  der 
Frontmauer  bestimmte  Stärke  durch  mehrere  Etagen  hindurchgehen  lassen. 

Für  Scheidemauern  giebt  ßondelet  die  Formel 


wo  b  die  Stärke  der  Mauer,  h  die  Höhe  des  Stockwerkes  und  t  die  Tiefe 
des  Gebäudes  bezeichnet. 

Breymann  unterscheidet  bei  den  Scheidemauern  solche,  welche  zum 
Tragen  der  Gebälke  dienen,  und  solche,  welche  nur  zur  Abteilung  des 
Eaumes  vorhanden  sind. 

Die  ersteren  sollen  nach  ihm  mindestens  die  Stärke  der  Frontmauern 
erhalten,  während  die  letzteren  so  schwach  gemacht  werden  können,  als 
das  Material  es  gestattet. 

Die  Grundmauern  werden  in  der  Eegel  stärker  gemacht  als  die  dar- 
auf stehenden  Etagenmauern ;  allein  es  sind  die  Ansichten  darüber,  welche 
Stärke  man  den  Grundmauern  im  Verhältnisse  zu  den  Etagenmauern  zu 
geben  hat,  sehr  verschieden. 

Kennt  man  den  Druck,  den  die  Grundmauer  auszuhalten  hat,  so  kann 
man  die  Stärke  derselben  nach  den  früher  entwickelten  Formeln  berechnen. 
Allein  in  den  meisten  Fällen  ist  dieser  Druck  nicht  gegeben  und  auch 
nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  zu  ermitteln;  daher  würde  die 
Bestimmung  der  Stärke  der  Grundmauern  durch  Eechnung  in  vielen  Fällen 
mit  grofsen  Schwierigkeiten  verbunden  sein  und  doch  nicht  die  gewünschte 
Sicherheit  gewähren. 

Man  hält  sich  deshalb  auch  hier  an  gewisse  Eegeln,  welche  sich  als 
zweckmäfsig  erwiesen  haben. 

Eine  solche  Eegel  ist  die,  dafs  man  die  Sockelmauer  um  15  bis 
16  Centimeter  stärker  macht  als  die  unmittelbar  auf  ihr  stehende  Etagen- 
mauer, und  dafs  man  von  oben  nach  unten  gehend  die  Stärke  der  Gründ- 
ls* 
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mauer  so  waclisen  läfst,  dafs  die  untere  Breite  um  h  bis  1  der  Höhe  gröfser 
als  die  obere  Breite  ist. 

Diese  Zunahme  kann  entweder  durch  Böschung  oder  durch  Absätze 
bewirkt  werden.  Das  letztere  findet  häufiger  statt  als  das  erstere,  und 
die  Anordnung  solcher  Absätze  richtet  sich  nach  dem  Materiale  so  wie  nach 
anderen  die  Construction  bestimmenden  Umständen. 

Bei  allen  den  vorstehenden  Angaben  sind  Backsteinmauern  voraus- 
gesetzt. 

3.  Erd-  und  Wasserdruck,  Futtermauern  und  Dämme. 

a.  Erddj'uck. 

Unter  lockeren  Massen  versteht  man  Anhäufungen  verhältnismäfsig 
kleiner  Körper  oder  Körperstücke,  z.  B.  Sand,  Erde,  Chausseesteine,  Kohlen- 
stücke, Schrotkörner,  Gretreide  und  dergleichen  mehr. 

Wenn  eine  solche  lockere  Masse  für  sich  im  Gleichgewichte  ist,  so 
bildet  sie  stets  einen  sogenannten  Haufen,  also  nahezu  einen  Kegel;  und 
hat  sie  nur  nach  einer  Seite  hin  sich  in  das  Gleichgewicht  zu  setzen,  so 
bildet  sie  eine  schiefe  Ebene  oder  Wand  AC,  Figur  114,  einen  soge- 
nannten Abhang. 

Das  Verhältnis  der  Basis  AB  =  b  dieser 
schiefen  Ebene  zur  Höhe  B  C  =  h  derselben, 

also  den  Quotienten  y  nennt  man  die  Bö- 
schung des  Abhanges  und  den  Winkel  BAC 
=  a,  den  die  schiefe  Ebene  mit  dem  Horizonte 
macht,  den  Böschungswinkel. 

Die  Grölse  des  Böschungswinkels  hat  für 
eine  jede  lockere  Masse  eine  Grenze,  bei  welcher  die  Teile  eben  noch  im 
Gleichgewichte  sind,  und  wenn  diese  Grenze  überschritten  wird,  so  gleiten 
oder  rollen  die  Körper  oder  Körperstücke  auf  dem  Abhänge  herab.  Für 

diese  Grenze  nennt  man  das  Verhältnis  ^      gröfste  oder  natürliche 

Böschung  der  betreffenden  Masse.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  in 
diesem  Falle  der  Eeibungs-  oder  Euhewinkel  der  fraglichen  Körper  der 
Böschungswinkel  ist,  weil  lediglich  durch  die  Eeibung  die  Körper  auf 
dem  Abhänge  im  Gleichgewichte  erhalten  werden. 

Stellt  A  C,  Figur  1 1 5,  einen  solchen  Abhang  dar,  ist  A  B  die  Basis 
und  BC  die  Höhe  desselben,  ist  ferner  MN,  welche  senkrecht  auf  AB 
steht,  das  Gewicht  eines  auf  dem  Abhänge  liegenden  Körpers,  so  zerlegt 
sich  dieses  Gewicht  in  zwei  Gomponenten  MO  und  NO,  so  dafs  MO  mit 
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dem  Abhänge  parallel  ist,  NO  aber  auf  dem  Abhänge  senkrecht  steht. 
Die  Componente  M  0  treibt  den  Körper  auf  dem  Abhänge  herab,  die  Com- 
ponente  NO  aber  stellt  den  Druck  dar,  den  der 
Körper  auf  den  Abhang  als  Unterlage  ausübt,  und 
erzeugt  somit  die  zwischen  dem  Körper  und  dem 
Abhänge  stattfindende  Eeibung.  Der  Körper  wird 
nun  so  lange  auf  dem  Abhänge  in  Euhe  bleiben, 
also  nicht  herabgleiten  oder  rollen,  als  die  Eeibung 
gröfser  als  die  herabtreibende  Kraft  ist.  ^.^ 

Bezeichnen  wir  den  Eeibungscoefficienten  mit 
(f),  so  ist  ^ .  N  0  die  Eeibung ,  und  der  Körper  wird  auf  dem  Abhänge 
in  Euhe  bleiben,  so  lange 

^ ;.N0  >  MO 
Für  die  Grenze  des  Gleichgewichtes  ist  aber 
^.NO  =  NO 

also 

MO 

Der  Winkel  MNO  ist  derjenige,  den  die  Druckrichtung  MN  mit 
der  im  Angriffspunkte  auf  der  Ebene  des  Abhanges  errichteten  Senk- 
rechten macht.    Bezeichnen  wir  den  Winkel  MNO  mit  ß,  so  ist 

Nö"      tan  /3 

und  folglich  ist  auch 

ip  =  tan  ß 

Für  den  Gleichgewichtszustand  ist  also  der  Winkel  MNO  der  Eei- 
bungswinkel,  wie  es  sein  mufs. 

Die  Dreiecke  ABC  und  MNO  sind  aber  ähnlich,  denn  die  Winkel 
ABC  und  MON  sind  rechte,  also  einander  gleich;  und  daMNundBC 
parallel  sind,  so  sind  die  Winkel  ACB  und  NMO  Wechselwinkel,  also 
ebenfalls  einander  gleich.  Hieraus  folgt  weiter,  dafs  die  Winkel  BAC 
und  MNO  oder  «  und  ß  ebenfalls  gleich  sind.  Nun  ist  ß  für  den  Zu- 
stand des  Gleichgewichtes  gleich  dem  Eeibungswinkel ,  daher  ist  auch  « 
für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  gleich  dem  Eeibungswinkel.  Es  geht 
hieraus  hervor,  dafs  der  Böschungswinkel  der  gröfsten  oder  natürlichen 
Böschung  der  Eeibungs-  oder  Euhewinkel  des  betreffenden  Körpers  ist. 

Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  ABC  und  MNO  folgt  die  Pro- 
portion MO  _  BC^ 

NO  AB 
oder  MO  h 

NO  ~  b 
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daher  ist  auch 

h 

^  =  b 

oder 

1  =  1 
h  (p 

d.  h.  aber,  die  natürliche  Böschung  ist  gleich  dem  umgekehrten  Werte 
des  Reibungscoetücienten. 

Der  Keibungswinkel  wird  bei  lockeren  Massen  durch  Versuche  be- 
stimmt. Bei  nachstehenden  Substanzen  hat  man  im  Mittel  folgende 
Werte  gefunden: 

24*^  für  feuchten  Sand, 

31^   „   trockenen  Sand, 

36*^  „  Kies, 

43^   „   feuchte  Dammerde, 

39°   „   trockene  Dammerde, 

40°   „   trockenen  feinzerteilten  Lehm, 

45"   „   trockenen  feinzerteilten  Thon, 

55°  „   sehr  dichte  Erde, 

38°  „  lockeren  Haldensturz  aus  Gneisstücken  so  wie  Steinkohlen 
und  Schlacken, 

30°   „  Eoggenkörner, 

25°   „  Schrotkörner, 

22*°  „  Vogeldunst. 
Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dafs  lockere  Massen  für  sich 
keine  vertikalen  Wände  bilden  können,  dafs  sie  vielmehr,  wenn  sie  ver- 
tikal aufgeschüttet  oder  erhalten  werden  sollen,  von  Mauern  und  Wänden 
umgeben  und  zusammengehalten  werden  müssen. 

Geschieht  dieses  aber,  so  übt  die  lockere  Masse,  indem  sie  herabzu- 
gleiten strebt,  auf  die  Wand  einen  Druck  aus,  den  man  im  Allgemeinen 
mit  dem  Namen  Erddruck  bezeichnet.  Dieser  Druck  ist,  wie  man  leicht 
einsieht,  um  so  gröfser,  je-gröfser  die  natürliche  Böschung  der  lockeren 
Masse  oder  je  kleiner  der  Böschungswinkel  derselben  ist.  Denn  je  kleiner 
der  Böschungswinkel  ist,  um  so  gröfser  ist  das  Quantum,  welches  sich 
von  der  vertikal  aufgeschütteten  Masse  abzulösen  und  herabzugleiten  sti'ebt. 

Um  die  Gröfse  dieses  Erddruckes  unter  gegebenen  Verhältnissen  zu 
berechnen,  sei  M,  Figur  116,  eine  solche  lockere  Masse,  welche  von  der 
vertikalen  Mauer  oder  Wand  AB  gehalten  wird,  so  dafs  der  Druck  gegen 
diese  Mauer  oder  Wand  gerichtet  ist.  Die  Wand  sei  hierbei  mit  der 
lockeren  Masse  von  gleicher  Höhe,  und  die  Oberfläche  der  letzteren  sei 
horizontal. 
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Von  der  zwischen  den  Teilen  der  lockeren  Masse  möglicherweise  be- 
stehenden Cohäsion  wollen  wir  hierbei  gänzlich  absehen;  denn  wenn  auch 
lockere  Massen  vermöge  einer  zwischen  ihren  Teilen  bestehenden  Cohäsion, 


B  D  € 


fig.  116. 


namentlich  wenn  die  Masse  stark  zusammengedrückt  ist,  sich  oft  für  eine 
gewisse  Höhe  vertikal  halten  können,  also  einer  Unterstützung  nicht  be- 
dürfen, so  ist  doch  diese  Cohäsion  sehr  leicht,  besonders  aber  durch  die 
Einflüsse  der  Witterung,  Veränderungen  unterworfen  und  kann  unter 
gewissen  Umständen  gänzlich  aufgehoben  werden.  Es  ist  daher  jedenfalls 
besser  bei  der  Bestimmung  des  Erddruckes  den  durch  die  Cohäsion  be- 
dingten Zusammenhang  der  Masse  unbemcksichtigt  zu  lassen.  Ebenso 
soll  von  der  Eeibung  abgesehen  werden,  welche  zwischen  der  lockeren 
Masse  und  der  Wand  besteht. 

Ist  nun  A  C  der  durch  die  natürliche  Böschung  gebildete  Abhang,  so 
dafs  CAE  der  Böschungs-  oder  Eeibungswinkel  der  lockeren  Masse  ist,  so 
entsteht  zwischen  dem  Abhänge  AC  und  der  Mauer  AB  ein  dreiseitiges 
Prisma  mit  der  Grundfläche  ABC  und  von  der  Länge  der  Mauer,  welches 
sowol  gegen  den  Abhang  AC  als  gegen  die  Mauer  AB  drückt. 

Dieses  Prisma  ABC  zerfällt  in  zwei  Teile,,  indem  ein  Teil  das  Be- 
streben hat  sich  abzulösen,  während  ein  anderer  Teil  durch  die  zwischen 
dem  Prisma  ABC  und  dem  Abhänge  AC  stattfindende  Eeibung  auf  dem 
Abhänge  liegen  bleibt.    Der  sich  ablösende  Teil  erzeugt  aber  den  Erddruck. 

Es  ist  nun  der  Erddruck  ein  Maximum  oder  am  gröfsten,  wenn  die 
Trennungsfläche  beider  Teile  den  Winkel  BAC  halbiert,  und  für  diesen 
gröfsten  Wert  mufs  der  Erddruck  berechnet  werden. 

Wenn  AD  die  Halbierungslinie  des  Winkels  BAC  ist,  so  ist  das 
Prisma  BAD  dasjenige,  dessen  Gewicht  den  Erddruck  erzeugt.  Bezeichnen 
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wir  das  Gewicht  der  Kubikeinlieit  der  lockeren  Masse  mit  die  Länge 
der  Mauer  mit  1,  die  Höhe  derselben,  also  AB  mit  h  und  das  Gewicht 
des  Prismas  BAD  mit  G,  so  ist 

P  BD.h 

Dieses  Gewicht  greift  im  Schwerpunkte  S  des  Prismas  an  und  wirkt 
in  -  vertikaler  Eichtung.  Da  wir  aber  den  Druck  kennen  lernen  wollen, 
welcher  hierdurch  senkrecht  gegen  die  Mauer  oder  Wand  AB  gerichtet 
ist,  so  haben  wir  das  Gewicht  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen,  von  denen 
die  eine  auf  A  B  senkrecht  steht,  die  andere  aber  gegen  A  D  eine  solche 
Eichtung  hat,  dafs  sie  von  der  unter  der  Trennungsebene  AD  liegenden 
Masse  vollständig  aufgenommen  wird.  Da  dieses  aber  der  Fall  ist,  wenn 
der  Winkel,  den  diese  Componente  mit  der  auf  AD  errichteten  Senk- 
rechten macht,  nicht  grofser  als  der  Eeibungswinkel  und  für  den  Zustand 
des  Gleichgewichtes  dem  Eeibungswinkel  gleich  ist,  so  können  wu'  die 
Zerlegung  in  folgender  Weise  bewirken: 

Stellt  SP  nach  Gröfse  und  Eichtung  das  Gewicht  des  Prisma  AB D 
dar,  machen  wir  SN  senkrecht  auf  AD  und  den  Winkel  NST  gleich  dem 
Winkel  GAE,  also  gleich  dem  Eeibungswinkel,  und  legen  durch  P  die 
Gerade  PT  senkrecht  auf  AB,  so  stellt  ST  diejenige  Componente  dar, 
welche  von  der  unter  der  Trennungsfläche  AD  liegenden  Masse  vollständig 
aufgenommen  wird,  während  PT  die  auf  AB  senkrechte  Componente,  also 
den  Druck  darstellt,  welcher  durch  das  Gewicht  des  Prismas  BAD  gegen 
die  Wand  AB  ausgeübt  wird. 

Um  diesen  Druck  durch  Eechnung  zu  bestimmen,  ergiebt  sich  aus 
der  Pigur,  dafs  die  Dreiecke  ABD  und  SPT  ähnlich  sind. 

Zunächst  sind  die  Winkel  ABD  und  SPT  rechte;  ferner  ist,  weil 
A  B  und  S  P  parallel  sind,  S  X  aber  auf  A  D  senki*echt  steht,  der  Winkel 
PSN  gleich  dem  Winkel  BDA,  und  weil  BC  und  AE  parallel  sind,  so 
ist  der  Winkel  BDA  gleich  dem  Winkel  DAE,  daher  auch  der  Winkel 
PSN  gleich  dem  Winkel  DAE  oder,  wie  sich  aus  der  Figur  weiter  er- 
giebt, es  sind  die  Winkel 

PST  -}-TSN  =  DAC-}-  GAE 
es  ist  aber  nach  der  Construction 

TSN  =  CAE 

daher  ist  auch 

PST  =  DAC 

und  weil  ferner 

DAC  =  BAD 

so  ist  endlich 

PST  =  BAD 
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Aus  der  Ähnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgt  die  Proportion 
AB  _  SP 
BD  PT 

und 'hieraus'  „p. 

Es  stellt  aber  SP  das  Gewicht  Gr  des  Prismas  BAD  dar;  wenn  wir 
daher  für  S  P  den  oben  für  das  Gewicht  G^  gefundenen  Ausdruck  einführen 
und  den  Erddruck  P  T  =  S  Q  mit  Q' bezeichnen ,  so  erhalten  wir 

^       BD     BD.h  , 

Q  =  ÄB--^--l-^ 

oder,  weil  AB      h  ist, 

Für  dieselbe  lockere  Masse  besteht  aber,  wie  man  leicht  einsieht, 
zwischen  B  D  und  A  B  ein  constantes  Verhältnis,  weil  für  dieselbe  lockere 
Masse  der  Winkel  BAD  unveränderlich  ist;  setzen  wir  daher 

BD 

AB 

so  ist  immer 

BD  ^  ß.AB 
oder,  wenn  wir  h  für  AB  setzen, 

BJ)==  ß.h. 

Führen  wir  dieses  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird 

Bezeichnen  wir  den  Keibungswinkel  GAE  mit  q,  so  ist  der  Winkel 
BAC  =  90°  —  (),  und  daher  der  Winkel 

BAD  =  45«  — -|- 

Weil  nun  -o-p. 

~  =  tan  BAD 

so  ist 

^=tan(45«— I) 

Ist  also  Q  gegeben,  so  läfst  sich  fi  stets  berechnen. 
Für  trockenen  Sand  ist 

()  =  31^  daher  ß  =  0,566 
Für  feuchte  Dammerde  ist 

Q  =  43^  daher     =  0,435 
Für  trockene  Dammerde  ist 

()  =  39^  daher  ß  =  0,477 
Um  den  Angriffspunkt  des  Erddruckes  auf  der  Wandfläche  AB  zu 
bestimmen,  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dafs  das  Prisma  ABD  auf  der 
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Fig.  III 


schiefen  Ebene  A  D  herabzugleiten  strebt,  und  dafs  der  Druck,  wie  dieses 
bei  flüssigen  Körpern  der  Fall  ist,  von  oben  nach  unten  dem  Quadrate 
der  Höhe  proportional  wächst. 

Legen  wir  daher  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Prismas  ABD, 
Figur  117,  eine  Parallele  zur  Gleitungsebene  AD,  so  ist  der  Punkt  W, 

in  welchem  diese  Parallele  die 
Wand  AB  trifft,  der  Angriffspunkt 
des  Erddruckes. 

Ziehen  wir  die  Schwerlinie  BV, 
so  ist  bekanntlich  SV  =  ^BV. 
Aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
ABV  und  WBS  folgt  aber,  dafs 
dann  auch  AW  =  3AB  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  dafs 
der  Angriffspunkt  des  Erddruckes 
gegen  eine  vertikale  rechteckige  Wand  um  h  der  Höhe  derselben  von  der 
Basis  absteht,  wie  dieses  bei  Wasserdrucke  der  Fall  ist. 

Die  oben  für  den  Erddruck  entwickelte  Formel  geht  auch  in  die 
Formel  für  den  Wasserdruck  auf  eine  vertikale  Seitenwand  von  der  Länge 
1  und  der  Höhe  h  über,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  beim  Wasser  eine 
Reibung  nicht  statt  findet,  also  q  ==  0  und  mithin  fi  =  1  ist.  Wir  er- 
halten dann  für  den  Wasserdruck 

wie  es  sein  mufs. 

Will  man  den  Erddruck  für  die  Längeneinheit  berechnen,  so  hat 
man  in  der  oben  entwickelten  Formel  1  =  1  zu  setzen.  Wir  bekommen 
daher  für  den  Erddruck  auf  die  Längeneinheit 

Q.  =  Ä 

Wenn  die  horizontale  Oberfläche  der  lockeren  Masse  noch  auf  irgend 
eine  Weise  belastet  ist,  so  kommt  zum  Gewichte  desjenigen  Prismas,  welches 
sich  abzulösen  strebt,  also  des  Prismas  ABD  noch  das  Gewicht  derjenigen 
Last,  welche  die  Fläche  BD  zu  tragen  hat. 

Ist  die  Last  auf  die  horizontale  Oberfläche  gleichmäfsig  verteilt,  und 
bezeichnen  wir  den  auf  die  Flächeneinheit  kommenden  Druck  mit  p,  so  ist 

BD.l.p 

das  Gewicht  derjenigen  Last,  welche  die  Fläche  BD  zu  tragen  hat. 
Das  gesamte  vertikal  abwärts  wirkende  Gewicht  ist  dann 

^.l.,  +  BD.l.p 
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Bezeichnen  wir  in  diesem  Falle  den  senkrecht  gegen  die  Wand  ge- 
I    richteten  Erddruck  mit  P,  so  ist 

•     ^       BD  /  BD.h    ,       ,  r>n  1  \ 

oder,  wem  man  h  für  AB  setzt, 
und  weil 

BD^==//^h^ 
so  ist,  wenn  wir  dieses  einsetzen, 

Zur  Bestimmung  des  Angriffspunktes  dieses  Erddruckes  haben  wir 
Folgendes  : 

^1  Dl  


Fig. 118. 

Es  stelle  BDDiB,,  Figur  118,  die  auf  der  Fläche  B  D  gleichmäfsig 
verteilte  Last  vom  Gewichte  B  D  .  1 .  p  dar ,  so  liegt  der  Schwerpunkt 
Si  derselben  im  Mittelpunkte  des  Rechtecks  BDDjBi,  und  die  vertikale 
Schwerlinie  SiT  trifft  daher  die  Gerade  BD  in  der  Mitte.  Legen  wir 
nun  durch  T  eine  Parallele  zur  Gleitungsebene  AD,  so  ist  Wj  der  An- 
griffspunkt des  aus  dem  Gewichte  der  Last  B  D  D ,  B  i  hervorgehenden  Erd- 
drucks. Weil  aber  T  der  Mittelpunkt  von  B  D  ist,  so  folgt  aus  der  Ähn- 
lichkeit der  Dreiecke  ABD  und  WjBT,  dass  auch  Wi  der  Mittelpunkt 
von  AB  ist,  und  dafs  mithin  der  Angriffspunkt  dieses  Druckes  in  der 
halben^Höhe  der  Wand  AB  liegt. 

Um  den  gemeinsamen  Angriffspunkt  zu  bestimmen,  haben  wir  Folgendes : 
Es  ist  das  Moment  des  Gesamtdruckes  in  Beziehung  auf  den  Punkt  A 
gleich  der  Summe  der  Momente  des  aus  dem  Prisma  ABD  und  des  aus 
der  Last  BDDi  B^  hervorgehenden  Druckes  in  Beziehung  auf  den  Punkt  A. 
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Bezeichnen  wir  daher  den  Abstand  des  gesuchten  Angriffspunktes  von  dem 
Punkte  A  mit  x,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  x  die  Momenten- 
gleichung 

,^hl(^  +  p)x=Ä4  +  ,mp.| 
woraus  sich  ergiebt 

h.  hy  +  3p 
3  '  hy  +  2p 

Kagt  die  lockere  Masse  mit  natürlicher  Böschung  um  eine  verhält- 
nismäfsig  kleine  Höhe  hi  über  die  Mauerkrone  hinaus,  so  kann  man  den 
Erddruck  annähernd  setzen 

b.  Futtermauern. 

Eine  Mauer,  "welche  dem  Erddrucke  Widerstand  zu  leisten  hat,  wird 
eine  Futtermauer  oder  Stützmauer  genannt.  Wenn  eine  solche  Mauer 
ihrem  Zwecke  entsprechen  soll,  so  mufs  sie  dem  Bestreben  des  Erddruckes, 
die  Mauer  umzustürzen  oder  fortzuschieben,  einen  gehörigen  Widerstand 
entgegensetzen. 

Wir  haben  früher  schon  die  Bedingungen  kennen  gelernt,  unter  wel- 
chen eine  Mauer  weder  umgestürzt  noch  fortgeschoben  werden  kann.  Wenn 
daher  unter  gegebenen  Verhältnissen  eine  Futtermauer  construiert  werden 
soll,  so  baben  wir  die  Breite  der  Basis  dieser  Mauer  jenen  Bedingungen 
gemäfs  'zu  bestimmen. 

Ist  die  Mauer  ein  Parallelepiped ,  ist  h  die  Höhe,  1  die  Länge,  b 
die  zu  bestimmende  Breite  derselben  und  bezeichnet  y  das  Gewicht  der 
Kubikeinheit  des  Mauerwerkes,  so  ist  die  Stabilität  dieser  Mauer  oder  der 
Widerstand  gegen  das  TJmkanten 

Soll  diese  Mauer  als  Stützmauer  für  eine  lockere  Masse  dienen,  welche 
mit  der  Mauer  gleiche  Höhe~hat,  und  bezeichnet  7,  das  Gewicht  der  Kubik- 
einheit dieser  Masse,  so  ist  die  Gröfse  des  Erddruckes 

^//'hM/, 

und  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  eine  Kante  der  Mauerbasis 

Nimmt  man  nun  noch  den  Sicherheitscoefficienten  2,5  oder  3,  so  hat 
man  für  die  Bestimmung  der  Mauörstärke  in  Beziehung  auf  das  TJmkanten 
die  Gleichung 

I7b^hl  =  2,5.i^^^hn7,.|- 
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und  hieraus 


2,5 


so  wie  für  den  Sicherheitscoefficienten  3 
Das  Gewicht  der  Mauer  ist 

;^bhl 

und  wenn  (f  den  Reibungscoefficienten  für  die  Basis  der  Mauer  bezeich- 
net, so  ist 

^/bhl 

die  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Basis  stattfindende  Beibung. 

Führen  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  ein,  so  haben  wir  für  die 
Bestimmung  der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  das  Gleiten  die  Gleichung 
,;;,^bhl=  2.i/^^hM;^j 

und  hieraus 

b=^^ 

Die  beiden  für  das  TJmkanten  und  das  Fortschieben  erhaltenen  Re- 
sultate sind  mit  einander  zu  vergleichen,  und  man  hat  dann  der  Mauer 
diejenige  Stärke  zu  geben,  welche  dem  gröfseren  von  beiden  Resultaten 
entspricht. 

Ist  die  Mauer  geböscht  wie  AB  CD, 
Figur  1 1 9,  und  wirkt  der  Erddruck  gegen 
die  vertikale  Seite  BC  derselben,  so  ist, 
wenn  die  obere  Breite  der  Mauer  mit  b, 
die  Böschung  mit  n,  die  Höhe  mit  h,  die 
Länge  mit  1  und  das  Gewicht  der  Kubik- 
einheit  des  Mauerwerkes  mit  /  bezeichnet 
wird,  die  Stabilität  der  Mauer  für  die  Kante  A  r^-   ,  ,n 

rig.  119. 

yhl(ib^  +  bnh-l-|n-^h2) 
Hat  die  Mauer  mit  der  lockeren  Masse  gleiche  Höhe  und  bezeichnet 
das  Gewicht  der  Kubikeinheit  dieser  Masse,  so  ist  die  Gröfse  des  Erddruckes 

i//'h^l7, 

und  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  die  Kante  A 

Führen  wir  noch  den  Sicherheitscoefficienten  2,5  ein,  so  haben  wir 
für  die  Bestimmung  der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  die  Drehung  um 
die  Kante  A  die  Gleichung 

[W  +  bnh  +  ^^\^  =  2,5  .  i^^hn;^,  \ 
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Um  dieselbe  für  b  aufzulösen,  geben  wir  ihr  die  Form 

2,5.-^;*2ii2_2n2h2 


¥  -f  2nh.b  = 


3 

und  hieraus  folgt  für  die  obere  Breite  der  Mauer 


b  =  —  nh±h]/^(2,5.//=^-^  +  n^) 


so  wie  für  die  untere  Breite  derselben 


b  +  nh  =  h]/i(2,5.//'^-^  +  n^) 
das  Gewicht  der  Mauer  ist 

und  wenn  (p  den  Eeibungscoefficienten  für  die  Basis  der  Mauer  bezeich- 
net,  so  ist  ^j,hi(b+-^) 

die  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Basis  bestehende  Eeibung.  Führen 
wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  ein,  so  haben  wir  für  die  Bestimmung 
der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  das  Gleiten  die  Gleichung 

^j.hl  (b+^)  =  2.i^=hM2^, 

und  hieraus  folgt  für  die  obere  Breite  der  Mauer 

b  =  Äi_^ 

so  wie  für  die  untere  Breite  derselben 

b  +  nh==^+^ 

Die  für  das  ümkanten  und  Gleiten  gefundenen  Werte  sind  wieder 
mit  einander  zu  vergleichen,  und  man  hat  der  Mauer  diejenige  Stärke  zu 
geben,  welche  dem  gröfseren  Werte  entspricht. 

Die  obere  Breite  einer  Futtermauer  mufs  aber  aus  anderen  als  sta- 
tischen Gründen  immer  wenigstens  75  Centimeter  bis  1  Meter  betragen. 
Man  darf  daher,  das  Resultat  der  Eechnung  sei  welches  es  wolle,  unter 
diese  Stärke  nicht  gehen. 

Hinter  der  Krone  der  Futtermauer  dringt  gewöhnlich  Wasser  ein; 
wenn  dieses  nun  im  Winter  zu  Eis  wird,  wobei  es  sich  mit  einer  grofsen 
Kraft  ausdehnt,  so  übt  es  auf  die  Mauerkrone  eine  zerstörende  Wirkung 
aus,  welche  um  so  gröfser  ist,  je  schwächer  die  Mauer  und  folglich  je 
geringer  ihr  Widerstand  ist. 

Es  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  die  obere  Breite  der  Mauer 
gegeben  und  die  Böschung  zu  bestimmen  sein.  Zu  diesem  Zwecke  haben 
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wir  die  obigen  Gleichungen  für  n  aufzulösen.  Wir  geben  daher  der  er- 
steren  die  Form 

n^—  3b  2,5  3 

woraus 

^  2h  ^  >^    2        /   ^  "  •  h2 

Aus  der  zweiten  Gleichung 

folgt  aber 

h\  <p  y  J 
Nach  einer  aus  der  Erfahrung  abgeleiteten  Eegel  macht  man  die 
mittlere  Stärke  der  Futtermauern  dem  dritten  oder  vierten  Teile  ihrer 
Höhe  gleich,  also  im  Mittel  gleich  ?  der  Höhe;  dabei  giebt  man  ihnen 
auf  der  einen  Seite  eine  Böschung,  indem  man  die  untere  Mauerdicke 
um  h  der  Höhe  stärker  macht  als  die  obere,  so  dafs,  wenn  die  obere 
Breite  mit  b  und  die  Höhe  mit  h  bezeichnet  wird,  die  untere  Breite 
b  +  sh  beträgt. 

c.  Wasserdruck  und  Dämme. 

Der  Druck,  den  das  Wasser  auf  eine  vertikale  Seitenwand  von  der 
Höhe  h  und  der  Länge  1  ausübt,  ist 

wo  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Wassers  bezeichnet ;  und  der  Nor- 
maldruck, den  das  Wasser  auf  eine  geneigte  Seitenwand  von  der  Länge  1 
und  der  Breite  b  ausübt,  ist 

Q  =  blh^ 

wo  h  den  vertikalen  Abstand  des  Schwerpunktes 
der  Seitenwand  vom  Wasserspiegel  bezeichnet. 

Dieser  Normaldruck  auf  eine  geneigte  Seiten- 
wand läfst  sich  nun  in  einen  Horizontaldruck  und 
in  einen  Vertikaldruck  zerlegen. 

Es  stelle  AB,  Figur  120,  die  geneigte  Seiten- 
wand und  MN  den  gegen  sie  gerichteten  Normal- 
druck dar.   Zerlegt  man  diesen  Normaldruck  MN  Fig.  120. 
in  die  horizontale  Componente  NO  und  in  die 

vertikale  Componente  M  0,  läfst  man  ferner  von  B  die  Senkrechte  B  C  herab, 
so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  MNO  ähnlich.  Denn  beide  Dreiecke 
sind  rechtwinkelig,  und  weil  der  Winkel  ONA  gleich  dem  Winkel  NAC  als 
Wechselwinkel,  so  ist  auch  der  Winkel  ONM  gleich  dem  Winkel  NBC, 
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denn  NAC  und  NBC  sowol  als  ONA  und  ONM  machen  zusammen  einen 
rechten  Winkel  aus. 

Aus  der  Ähnlichkeit  dieser  Dreiecke  folgen  aber  die  Proportionen 

MN        AB        ,    MX  AB 

=  -r-F^  und 


MO        AC  NO  ~  BC 

und  hieraus  weiter 

MO  =  44.MN  und  NO==-^.MN 

Bezeichnet  man  die  Länge  der  Seitenwand  mit  1,  ihre  Breite  AB 

mit  b,  ferner  AC  mit  a  und  BC  mit  h,  nehmen  wir  endlich  an,  dafs  B 

im  Wasserspi-^gel  liegt,  so  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Wand 

vom  Wasserspiegel  gleich  ih,  weil  er  in  der  Mitte  von  AB  liegt.  Es 

ist  daher  der  Normaldruck  u 

MN  =  bl.y.;^ 

Bezeichnen  wir  den  Yertikaldruck  MO  mit  V  und  den  Horizontal- 
druck NO  mit  H,  so  ist 

Hiemach  wird  der  Yertikaldruck  erhalten,  wenn  man  die  Horizontal- 
projection  al  der  geneigten  Fläche  mit  dem  Abstände  ihros  Schwerpunktes 
vom  Wasserspiegel  und  mit  dem  Gewichte  der  Kubikeinheit  des  Wassers 
multipliciert ;  der  Horizontaldruck  dagegen  wird  erhalten  ,  wenn  man  die 
Vertikalprojection  hl  der  geneigten  Fläche  mit  dem  Abstände  ihres  Schwer- 
punktes vom  Wasserspiegel  und  mit  dem  Gewichte  der  Kubikeinheit  des 
Wassers  multipliciert. 

Ist  AB  CD,  Figur  121,  eine  geböschte 
Mauer,,  welche  einem  gegen  die  vertikale 
Seite  AB  derselben  gerichteten  Wasser- 
drucke Widerstand  zu  leisten  hat  und  be- 
.1=^^^^^^^— ^  zeichnen  wir  die  Höhe  AB  derselben  mit  h, 
JllllP^  die  obere  Breite  BC  mit  b,  die  Böschung 

■      '  mit  n,  die  Länge  mit  1  und  das  Gewicht 

der  Kubikeinheit  des  Mauerwerkes  mit 
^  ^  so  ist  die  Stabilität  der  Mauer  in  Beziehung 

auf  die  Kante  D 
/,hiab'4-bnh-|-  In^h^) 
Ist  die  Höhe  des  Wasserstandes  vor  der  Mauer  h,  und  bezeichnet 
/  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Wassers,  so  ist  die  Gröfse  des  Wasser- 
druckes 
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und  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  die  Kante  D 

Führen  wir  noch  den  Sicherheitscoefficienten  2,5  ein,  so  haben  wir 
für  die  Bestimmung  der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  die  Drehung  um 
die  Kante  D  die  Gleichung 

r,hl(W  +  bnh  +  in^h^)  =  2,bAmr.^ 
welche  für  b  aufzulösen  ist.   Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  ihr  die  Form 

b^  +  2nhb  =  ^3^  — 

und  hieraus  folgt  nun  für  die  obere  Breite  der  Mauer 


  _^  n^h^ 

so  wie  für  die  untere  Breite  derselben 


3 

Wird  \  ^  h,  steht  also  das  Wasser  mit  der  Mauerkrone  in  gleicher 

Höhe,  so  ist         ^  ,    ,  -t  /  2,bh.^y  n^h^ 

b  =  -nh±]/-3^  +  -3~ 

so  wie 


Das  Gewicht  der  Mauer  ist 

b  +  b  +  nh 


2 

und  wenn  cp  den  Eeibungscoefficienten  für  die  Basis  der  Mauer  bezeich- 
net, so  ist  /"i.  I        \  1,1 

die  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Unterlage  bestehende  Eeibung. 

Führen  wir  hier  den  Sicherheitscoefficienten  2  ein,  so  haben  wir  für 
die  Bestimmung  der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  das  Gleiten  die  Gleichung 

^  (l3+^)lilri  =  2.|h,^l;^ 

und  hieraus  folgt  für  die  obere  Breite  der  Mauer 

so  wie  für  die  untere  Breite  derselben 

b  +  nh='''^''  ■ 


Wird  hier  h^  =  h,  so  ist 

b  =  ^^^  £^  =  hf^ 

Wenck,  Baiimechanik.  19 
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so  wie 


b  -f-  nh 


9Yx 


nh  , 

-7r  =  ^ 


Ist  der  Boden,  auf  welchem  die  Mauer  steht,  vom  Wasser  mehr  oder 
weniger  durchdrungen,  so  übt  dieses  einen  Druck  gegen  die  Basis  der 
Mauer  aus,  welcher  vertikal  aufwärts  gerichtet  ist  und  mithin  das  Gewicht 
der  Mauer  oder  den  vertikalen  Druck  derselben  vermindert.  Im  äufsersten 
Falle  ist  dieser  "Wasserdruck  gleich  dem  Gewichte  einer  Wassersäule, 
welche  die  Basis  der  Mauer  zur  Grundfläche  und  die  Höhe  des  Wasser- 
standes vor  der  Mauer  zur  Hohe  hat,  Ist  nun  die  Wasserstandshöhe 
gleich  der  Höhe  der  Mauer  selbst,  so  ist  dieser  Druck 

(b  +  nh)lh;^ 

und  es  ist  der  von  der  Mauer  ausgeübte  vertikale  Druck 

b+^)lil^, -(b-f-nh)hl;^ 
so  wie  die  zwischen  der  Mauer  und  ihrer  Unterlage  stattfindende  Reibung 


^hll  (b+^j  7, -(b  +  nh)^/ 

Zur  Bestimmung  der  Mauerstärke  in  Beziehung  auf  das  Gleiten, 
welches  in  diesem  Falle  mehr  zu  fürchten  ist,  als  das  ümkanten,  haben 
wir  die  Gleichung 


^hl 
woraus  folgt 


nh 


b  = 


(b  +  nh)/ 


=  2  .ih^/ 


h[2y-yn(>/i  — 2/)] 


Ist  AB  CD  .  Figur  122.  ein 
Damm,  welcher  einem  auf  der  Seite 
AD  wirkenden  Wasserdrucke  Wi- 
derstand leisten  soll;  ist  1  die 
Länge,  h  die  Höhe  und  b  die 
obere  Breite  des  Dammes,  bezeich- 
net man  ferner  AE  mit  a,.  FB 
mit  a,  und  das  Gewicht  der  Kubik- 
einheit  der  Dammmasse  mit  ,  so 
ist  das  Gewicht  des  Dammes 
b  +  b  +  a  +  ai 


b  + 


a-|-  a^ 


hl/. 


Ist  der  Wasserstand  der  Dammhöhe  gleich,  so  ist  der  aus  dem  Nor- 


i 
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maldrucke  auf  die  Fläche  AD  hervorgehende  vertikal  abwärts  wirkende 
Wasserdruck  i^^j^^ 

und  bezeichnet  (p  den  Eeibungscoefficienten,  so  ist  die  zwischen  dem  Damme 
und  seiner  Unterlage  stattfindende  Eeibung 


=  g)hl 


b  + 


a  + 


hl7,  -I-  ^alh/J 


Der  aus  dem  Normaldrucke  auf  die  Fläche  AD  hervorgehende  Hori- 


zontaldruck ist 


Nehmen  wir  noch  den  Sicherheitscoefficienten  2,  so  haben  wir  für 
die  Bestimmung  der  Breite  der  Dammkappe  in  Beziehung  auf  das  Gleiten 
die  Gleichung 

a  -f-  a,  \      ,  a/ 


g)hl 


woraus  folgt 


b-l- 


b  = 


2.ihM;' 

i  (a  -f  a,) 


Ist  der  Grund  des  Dammes  mehr  oder  weniger  vom  Wasser  durch- 
drungen, so  entsteht  ein  Druck  vertikal  aufwärts,  dessen  Gröfse  im  äufser- 

ste^  ^^11«  (b  +  a-fa.)lh7 

sein  kann.  Dieser  Druck  ist  vom  Gewichte  des  Dammes  und  dem  ver- 
tikal abwärts  gerichteten  Wasserdrucke  abzuziehen.  Es  ist  demnach  für 
diesen  Fall  der  vom  Damme  ausgeübte  vertikal  abwärts  gerichtete  Druck 


b-{- 


a  +  ai 


H[(2b  +  a  +  a,) 


h.\y^  +  ^alh/  —  (b  +  a  +  a^)  Ih/ 

(2b  +  a  +  2a,);.] 

und  die  aus  diesem  Drucke  hervorgehende  Eeibung 

^  [(2b  4-  a  +  a,) -  (2b  +  a  +  2a,)  7] 

Der  horizontale  Wasserdruck  ist  wie  vorher 

ihM/ 

so  dafs  wir,  wenn  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  einführen,  zur  Be- 
stimmung der  Dammkappenbreite  in  Beziehung  auf  das  Gleiten  folgende 
Gleichung  haben: 

[(2b  +  a  +  a,);K,  -  (2b  4-  a  +  2a,)  7]  =  2,W\y 

woraus  sich  ergiebt 


b  = 


2h/ 
9 


—  (a  -f-  aj  7,  4-  (a  +  2  a,)  y 
19*  ' 
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Wird  a  =  a, ,  so  hat  mau  einfacher 


^-(2,, -3,) 


2  (/'.-/) 

Besteht  der  Damm  aus  Lehm,  so  kann  mau  setzen 
und  führt  mau  dieses  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  wird 

Lassen  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  hinweg,  so  wird 

h 

Xun  hat  aus  gemachten  Erfahrungen  sich  ergeben,  dal's  ein  Damm 
einen  hinlänglichen  Widerstand  besitzt,  wenn  man  b  =  a  =  h  macht. 
Setzt  man  aber  b  =  a  =  h,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  ^  =  i 
Daher  hat  man  für  andere  Fälle  diesen  Wert  von  (/  in  die  Eechnung 
einzuführen. 

3.  (xewölbe  und  Widerlagsmauern. 

a.  Unbelastete  Gewölbe  im  Allgemeinen. 

Ein  Gewölbe  ist  eine  über  einem  freien  Eaume  aus  Steinen,  den  Gewölbe- 
steinen, constmierte  und  durch  zwei  Mauern,  die  Widerlagsmauern,  ge- 
stützte Decke,  wobei  die  Gewölbesteine  vennöge  ihrer  Gestalt  und  gegen- 
seitigen Lage  sowol  unter  sich  als  auch  mit  den  Widerlagern  nicht  nur 
im  Gleichgewichte  sind,  sondern  auch  etwaigen  auf  Zerstörung  der  ganzen 
Construction  von  aufsen  wirkenden  Kräften  gehörig  Widerstand  leisten. 

Die  Gewölbe  haben  je  nach  Verschiedenheit  ihrer  Gestalt  verschiedene 
Namen  bekommen.  Am  meisten  kommen  die  Tonnengewölbe  vor,  bei  denen 
die  von  den  Gewölbesteinen  gebildeten  Flächen  Cylinderflächen  sind.  Mit 
diesen  wollen  wir  uns  hier  beschäftigen. 

Die  innere  Cylinderfläche  nennt  man  die  Leibung,  die  äufsere  den 
Eücken  des  Gewölbes;  den  Stein,  welcher  die  höchste  Stelle  im  Gewölbe 
einnimmt,  nennt  man  den  Schlufsstein,  und  diejenigen  Steine,  welche 
an  die  Widerlager  stofsen,  welche  also  die  tiefste  Stelle  des  Gewölbes  ein- 
nehmen, nennt  man  Kämpfer.  Der  Horizontalabstand  der  Gewölbe- 
anfänge heifst  Spannweite,  und  der  Yertikalabstand  des  höchsten  Punktes 
der  Leibung  vom  Gewölbeanfang  heifst  Pfeilhöhe.  Den  sichtbaren 
Querschnitt  eines  Gewölbes  nennt  man  die  Stirn  e  desselben. 

Stellt  die  Figur  123  die  Stirnfläche  eines  Tonnengewölbes  dar,  so 
ist  ABCDEF  die  Leibung,  AiBiCiD,E,F,  der  Rücken,  CDDjC,  ist  der 
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Schlufsstem,  ABBiA,  undEFF^E,  sind  die  Kämpfer,  A  F  ist  die  Spann- 
weite, GGtj  die  Pfeilhöhe. 


j  Di 


Fig.  123. 


Die  den  Cylinderflächen  zugehörige  Axe  wird  auch  Axe  des  Gewölbes 
genannt;  und  je  nachdem  die  Axe  auf  der  Stirnfläche  senkrecht  oder  schief 
steht,  nennt  man  das  Tonnengewölbe  ein  gerades  oder  schiefes.  Ist  die 
Länge  der  Axe  verhältnismäfsig  klein,  so  wird  das  Gewölbe  ein  Bogen 
genannt.  Teilt  man  ein  Gewölbe  mittelst  einer  durch  die  Axe  gelegten 
Vertikalebene  in  zwei  symmetrische  Hälften,  so  nennt  man  eine  jede  solche 
Hälfte  einen  Gewölbeschenkel. 

Die  in  einem  unbelasteten  Gewölbe  wirksamen  Kräfte  sind  die  Ge- 
wichte der  Gewölbesteine,  und  diese  erteilen  den  Steinen  das  Bestreben, 
entweder  auf  den  Fugen  zu  gleiten  oder  sich  um  die  Fugenkanten  zu 
drehen.  Bei  einem  im  Gleichgewichte  befindlichen  Gewölbe  darf  nun 
weder  das  eine  noch  das  andere  geschehen,  es  müssen  vielmehr  die  Ge- 
wölbeschenkel sich  einesteils  auf  ihre  als  fest  angenommene  Widerlager, 
andernteils  am  Schlufssteine  gegenseitig  stützen.  Dieses  kann  aber  nur 
dadurch  geschehen,  dafs  die  Gewölbesteine  gegenseitig  einen  Druck  auf 
einander  ausüben,  dessen  "Richtung  überall  auf  den  Gewölbefugen  senk- 
recht sein  oder  der  doch  wenigstens  eine  solche  Richtung  haben  mufs, 
welche  von  der  auf  der  Fuge  errichteten  Senkrechten  nicht  um  mehr  als 
den  Eeibungswinkel  abweicht. 

Denken  wir  uns  nun  anstatt  des  Schlufssteines  im  Scheitel  eine  Fuge, 
welche  den  Schlufsstein  halbiert  und  das  Gewölbe  in  die  beiden  symme- 
trischen Schenkel  teilt,  so  mufs  die  Eichtung  des  Druckes  in  dieser  Schlufs- 
steinfuge  horizontal  sein.  Da  ferner  die  Verhältnisse  in  beiden  Schenkeln 
dieselben  sind,  so  müssen  auch  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  beide 
Schenkel  dieselben  sein.  Wir  haben  daher  nur  nötig,  den  einen  Schenkel 
zu  betrachten  und  können  den  andern  Schenkel  durch  eine  im  Scheitel 
wirkende  Horizontalkraft  ersetzen. 
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Bei  denjenigen  Untersuchungen,  welche  über  den  Gleichgewichtszu- 
stand eines  Gewölbes  anzustellen  sind,  haben  wir  zu  ermitteln,  wie  grols 
die  im  Scheitel  wirkende  Horizontalkraft  ist,  und  wo  der  Angriffspunkt 
derselben  liegt;  femer  wie  grofs  der  Druck  in  den  einzelnen  Fugen  des 
Schenkels  ist,  und  wie  der  Schenkel  gestaltet  sein  mufs,  damit  weder  ein 
Gleiten  der  Gewölbesteine  auf  den  Fugen  noch  eine  Drehung  derselben 
um  die  Fugenkanten  oder  ein  Zerdrücken  der  Steine  eintritt. 


b.  Das  Gleiten  der  Gewölbesteine. 
iT)er  das  Gleiten  der  Gewölbesteine  lassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen anstellen:  Ist  AB  CD,  Figur  124,  ein  Gewölbeschenkel,  CD  die 

Scheitdfuge,  AB  die  Widerlagsfuge  des- 
selben und  0  der  Mittelpunkt  desjenigen 
Kreises,  nach  welchem  das  Gewölbe  con- 
struiert  ist;  sind  ferner  A,B,,  AgB^  .  .  . 
Fugen  des  Schenkels,  so  liegt  das  Ge- 
wölbestück CDAjBj  auf  der  schiefen 
Ebene  OB^,  das  Gewölbestück  CDA2B2 
auf  der  schiefen  Ebene  OB.,  das  Ge- 
auf  der  schiefen 


Wölbestück  C  D  A3  B3 
Ebene  OB3  u.  s.  f. 
Fig.  124.  Bezeichnen  wir  mit  G,  das  Gwicht 

von  CDA, B, ,  mit  Go  das  Gewicht  von 
BjAjAoB^,  mit  G3  das  Gewicht  von  B2A2A3B3  u.  s.  f.  und  die  Winkel, 
welche  die  schiefen  Ebenen  OB,,  OB^,  OB3  ....  mit  dem  Horizont-e 
machen,  beziehungsweise  mit  «j,  «o»  «3  •  •  •  so  wie  die  in  der  Scheitel- 
fuge angreifende  Horizontalkraft,  welche  die  Gewölbestücke  auf  den  be- 
treffenden schiefen  Ebenen  im  Gleichgewichte  zu  halten,  d.  h.  am  Herab- 
gleiten zu  verhindern  hat,  mit  H,  und  sehen  hierbei  von  der  zwischen 
den  Gewölbestücken  in  den  Fugen  stattfindenden  Eeibung  gänzlich  ab, 
so  mufs  sein 

für  das  erste  Gewölbestück  CDA,Bj 

H  =  G,  tan  «, 
für  das  erste  und  zweite  Gewölbestück  CDA^B^ 

H  =  (Gj  +  GJ  tan 
für  das  erste,  zweite  und  dritte  Gewölbestück  CDA3B3 
H  =  (G,  H-  G,  +  G3)  tan  «3 
u.  s.  f. 

Denn  wenn,  Figur  125,  ein  Körper  vom  Gewichte  G,  welcher  auf 
einer  schiefen  Ebene  A  B  liegt,  die  mit  der  Horizontalen  A  C  den  Winkel 
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a  macht,  durch  eine  in  horizontaler  Richtung  wirkende  Kraft  H  im  Gleich- 
gewichte erhalten  werden  soll,  so  haben  wir,  um  diese  Horizontalkraft 
zu  bestimmen,  das  Gewicht  G  in  zwei 
Componenten  zu  zerlegen,  von  denen 
die  eine  horizontal  gerichtet  ist,  die  an- 
dere auf  der  schiefen  Ebene  senkrecht 
steht.  Die  Dreiecke  c  a  b  und  GAB  sind, 
wie  sich  leicht  ergiebt,  ähnlich,  und  es 
ist  daher  der  Winkel  cab  auch  gleich 
dem  Winkel  «,  daher  ist 

_  =  tan  «,  also  H  ==  G  tan  « 
(j 

Aus  den  soeben  aufgestellten  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die  Ge- 
wichte der  auf  einander  folgenden  Gewölbestücke  Folgendes:  Es  ist 
H 


Fig.  125. 


G,  = 


G,= 


tan  «, 
=  H  cot  «, 
H 


tan  «r 


G. 


=  H  cot  a. 


H  cot  «, 
cot  « J 


G, 


H  cot 


H  (cot  «2 

-  + 

=  H  cot  «3  —  (G  cot     +  H  cot 
=  H  (cot  «3  —  cot  «2) 
Ebenso  ist 

G,  =  H  (cot     —  cot  «3) 
u.  s.  f. 

Berücksichtigt  man  nun,  dafs  cot  90°  ==  0  ist,  so  haben  wir  folgende 
Gleichungen : 

G^  =  H(cot«,  —  cot90«) 
G2  ==  H  (cot  «2  —  cot  a^) 
G3  =  H  (cot  «3  —  cot  «2) 
u.  s.  f. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  für  das  Verhältnis  der  Gewichte 
der  auf  einander  folgenden.  Gewölbestücke  Folgendes: 
G,:G2:G3: ...  =  (cot«^  —  cot  90)  :  (cot     —  cot  «J  :  (cot  «3  —  cot  «3)  : ... 

Dieses  heifst  aber:  Wenn  durch  eine  in  der  Scheitelfuge  eines  Ge- 
wölbes angreifende  Horizontalkraft  H  die  Gewölbestücke  am  Herabgleiten 
auf  den  Fugen  verhindert  werden  sollen,  so  müssen  sich  die  Gewichte  der 
auf  einander  folgenden  Gewölbestücke  verhalten  wie  die  Differenzen  der  Co- 
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tangenten  derjenigen  Winkel,  welche  die  das  Gewölbestück  einschliefsenden 
Fugen  mit  dem  Horizonte  machen. 

Weifs  man  daher,  welches  Gewicht  der  Schlufsstein  hat,  und  sind  die 
Fugenrichtungen  gegeben,  also  die  Winkel  bekannt,  welche  die  Fugen  mit 
dem  Horizonte  machen,  so  kann  man  die  Gewichte  der  auf  einander  folgen- 
den Gewölbestücke  bestimmen,  welche  der  so  eben  ausgesprochenen  Gleich- 
gewichtsbedingung entsprechen. 

Denn  aus  der  Proportion 
G, 
Gl 

folgt  sofort 

--^  cot  «2  —  cot  a.  ^ 
yy-^  =  ^, 

und  ebenso  aus  der  Proportion 

G3_ 
G,  ~" 


cot  «2  —  cot  «j 
cot  «1 

cot  «2  —  cot  «1 

cot  a^ 

cot  c,  —  cot  a„ 


(>3  = 


G, 


cot  «1 

cot  «3  —  cot  «2 

cot 

Dasselbe  gilt  für  alle  folgenden  Gewichte. 

Ist  nun  G,  das  Gewicht  des  halben  Schlufssteines,  so  sieht  man,  wie 
die  GeAvichte  aller  übrigen  Gewölbesteine  vom  Scheitel  nach  den  Wider- 
lagern zu  sich  bestimmen  lassen. 

Aus  der  Figur  125  ergiebt  sich  ferner  für  die  auf  der  schiefen  Ebene 
senkrecht  stehende  Componente  N 

G 


_  =  cos  a, 


daher  N  = 

cos  a 

Bezeichnet  man  die  Normaldrücke 
in  den  Fugen  vom  Scheitel  nach  den 
Widerlagern  zu  der  Reihe  nach  mit 


so  ist 


Gl 


^3  = 


cos  a  1 

Gt+G2 

cos  «o 
G,H-G2 


Fig.  126. 

der  schon  betrachtete  Gewölbeschenkel 


cos 

u.  s.  f. 

wodurch  auch  diese  Normaldrücke  in 
den  Fugen  bestimmt  sind. 

Ist  AB  CD,  Figur  126,  wieder 
und  ziehen  wir  eine  Horizontale 


Aaj,  welche  die  sämtlichen  Fugenrichtungen  in  den  Punkten  aj,  a^,  a, 
schneidet,  so  ist  Winkel 
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Oa^aj  =  «j 


Oa3ai  =  «2 
Oa^aj  =  «3 
u.  s.  f. 

denn  es  sind  beziehungsweise  Wechselwinkel.    Daher  ist 

aja^  =  Oa^  cot 
a^aj  =  Oa^  cot 
a^a^  =  Oa^  cot  «3 
a^a^  =  Oa^  cot 
u.  s.  f. 

Es  ist  aber  dann  weiter 

a^ag  =  ajag  —  ajag  =  Oa^  (cot      —  cot 
aga^  =  a^a^  —  a^ag  =  Oa^  (cot      —  cot  «2) 
a^ag  =  a^a^  —  a^a^  =  Oa^  (cot     —  cot  «3) 
n.  s.  f. 

Daher  bestehen  für  die  auf  der  Horizontalen  Aa,  gebildeten  Ab- 
schnitte folgende  Gleichungen: 

^1^2  =  ^^1  (^^*  ^\  —  9^^) 

^2^3  =  (^^*  ^2  —  ^1) 
a3a4  =  Oaj  (cot  «3  —  cot  «2) 

u.  s.  f. 

woraus  sich  für  das  Verhältnis  dieser  Abschnitte  ergiebt 

a j ag :  a^ag : aga^ : . . .  =  (cot —  cot 9 0^) : (cot «2 — cot (cot «3 —  cot «2) : . . . 

Die  Vergleichung  dieser  Verhältnisse  mit  den  für  die  Gewichte  der 
auf  einander  folgenden  Gewölbestücke  aufgestellten  Verhältnissen  ergiebt 
nun  weiter 

a^a^  I  a2a3  \ aga^  i . . .  ==  G^  \  G2 Gg  i . . . 
Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  durch  die  Fugenrichtungen  auf  der  Hori- 
zontalen Aa,  gebildeten  Abschnitte  sich  der  Eeihe  nach  wie  die  Gewichte 
der  auf  einander  folgenden  Gewölbestücke  verhalten.  Wenn  daher  Oa,  die 
Horizontalkraft  H  darstellt,  so  stellt  a,  a.,  das  Gewicht  des  halben  Schlufs- 
steines  dar,  und  die  folgenden  Abschnitte  agag,  aga^  .  .  .  stellen  die  Ge- 
wichte der  Gewölbesteine  vom  Schlufssteine  nach  den  Widerlagern  zu  der 
Reihe  nach  dar. 


Es  ist  aber  auch 
Oa,  = 

Oa3  = 

Oa,  = 


a,a2 
cos  «1 

a|a3        a,a2  '\~  a2aj 


cos  «2  cos  «2 

a^a^        a  j  a2~{~  a2a3~|~  a3a^ 

cos  «3  cos  «3 

u.  s.  f. 
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und,  weil  die  Proportion  besteht, 

a^a^iCa^a^  a^ag) 


also  auch 

aiag  ^  aiag-f-a^aa 


cos  «1  *  cos 


0a2:0a3  ==  iN^ 
Dasselbe  gilt  für  alle  folgenden  Verhältnisse,  so  dafs  man  hat 

Oa^iOagiOa,:...  =  NjiN^iNgi... 
Es  stellen  mithin  unter  derselben  Voraussetzung  wie  oben  die  Geraden 
Oa2,  0a3,  Oa. . . . 
die  Normaldrucke  in  den  Fugen  der  Eeihe  nach  dar. 

Wir  können  diese  Beziehungen  auch  so  zusammenfassen: 
Wenn  die  Gerade  Oa,  den  im  Scheitel  wirksamen  und  das  Gleich- 
gewicht beistellenden  Horizontaldruck  darstellt,  so  stellen  die  Abschnitte 

^1^2'  ^2%'  a^a^j . . . 
die  Gewichte  der  Gewölbesteine  und  die  Geraden 

Ob. 2,  Oag,  Oa^... 

die  in  den  Fugen  stattfindenden  Normaldrucke  vom  Scheitel  nach  dem 
Widerlager  zu  der  Reihe  nach  dar. 

Da  bei  gleicher  Länge  und  gleicher  Breite  die  Gewichte  der  Gewölbe- 
steine ihren  Höhen  proportional  sein  müssen  ,  so  läfst  sich  die  Gestalt, 

welche  das  Gewölbe  haben  mufs,  um 

 ^  den  obigen  Gleichgewichtsbedingungen 

nA^\^^\^^^^rfif  zu  entsprechen,  mit  Hilfe  der  vorher- 


ist daher  AB,  Figur  127  ,  der  Bogen,  über  welchem  das  Gewölbe 
construiert  werden  soll,  und  ist  B  C  die  gegebene  Höhe  des  Schlufssteines, 
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gegangenen  Ergebnisse  leicht  bestim- 
men, wenn  die  Höhe  des  Schlufssteines 
gegeben  ist.  Denn  es  entspricht,  wie 
wir  gesehen  haben,  dem  Gewichte 
des  halben  Schlufssteines,  und  die 
Abschnitte  a2a3,  a3a_....  entsprechen 
der  Reihe  nach  den  Gewichten  der 
auf  einander  folgenden  Gewölbesteine. 


Wenn  nun  unter  Voraussetzung 
gleicher  Länge  und  Breite  a^a^  die 
halbe  Höhe  des  Schlufssteines  dar- 
stellt, so  müssen  die  Abschnitte  a2a3, 
a3a^  ...  die  Höhen  der  auf  einander 
folgenden  Gewölbesteine  darstellen. 


Fig.  127. 
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so  errichte  man  in  B  eine  Senkrechte  auf  OC  und  mache  Bb  gleich  der 
halben  Höhe  des  Schlufssteines,  hierauf  lege  man  durch  b  eine  Parallele 
zu  0  C,  bis  sie  die  erste  Fugenrichtung  trifft,  was  hier  im  Punkte  ge- 
schieht, und  lege  durch  a^  eine  Horizontale  A  a, ,  welche  die  Fugenrich- 
tungen in  den  Punkten  ag,  a^ . . .  schneidet.  Hierauf  mache  man  die 
mittleren  Höhen  der  Gewölbesteine  gleich  den  auf  der  Horizontalen  durch 
die  Fugenrichtungen  gebildeten  Abschnitten,  also  m^n,  =  a2a3;  m^n^  = 
aga^  u.  s.  w.  ,-  und  verbinde  endlich  die  Punkte  C,  n,,  . . .  stetig  mit 
einander,  so  bestimmt  die  so  erhaltene  Kurve  den  Rücken  des  Gewölbes. 
Diese  Kurve  erhält  man 
wenigstens  für  den  höhe- 


auch 
ren  Teil 


des  Gewölbes, 


man  0  0'  gleich  iOB 


wenn 
macht 

und  aus  0'  mit  O'C  einen  Bogen 
CD  beschreibt. 

Ist  die  halbe  Höhe  des 
Schlufssteines  gröfser  als  die 
halbe  Breite  desselben,  so  er- 
folgt der  Durchschnitt  der  durch 
b  zu  OC  gelegten  Parallelen 
mit  der  ersten  Fugenrichtung 
auf  der  entgegengesetzten  Seite 
also  aufserhalb  des  Bogens.  Im 
Übrigen  bleibt  das  Verfahren 
dasselbe,  wie  leicht  aus  der 
Figur  128  ersichtlich  ist. 

Der  Normaldruck  auf  jede  Gewölbefuge  läfst  sich  stets  in  eine  ho- 
rizontale Componente  und  in  eine  vertikale  Componente  zerlegen.  Bezeich- 
nen wir  für  die  auf  einander  folgenden  Fugen  die  horizontalen  Componenten 


mit  H,,  H,,  H3 

so  ist 


und  die  vertikalen  Componenten  mit  V, ,  Y^,  V3 


Hj  =      sin  «, 
H2  =  ^2  sin 
H.  =K 


sm  «3 ; 
u.  i 


=      cos  a. 


cos  «, 

cos  (X. 


Nun  ist  aber 


N. 


cos  a. 
Oi  +  G. 


cos  «2 

COS  «3 

u.  s.  f. 
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Wenn  wir  daher  diese  Werte  von  N,,      ,  Ng . . .  in  die  obigen  j 
Gleichungen  einsetzen,  so  erhalten  wir  ' 
H,  =      tan  =  G^ 

=  (Ct,  4-  G  J  tan     ;  V.  =  G,  +  0, 

H3=(G,H-G, -i-G3)tan«3;    V3  =  G,  +  G,  +  ^3  ! 
u.  s.  f. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber,  dafs  die  horizontale  Componente  eines 
jeden  Normaldruckes  gleich  der  im  Scheitel  wirkenden  Horizontalkraft  H 
und  dafs  die  vertikale  Componente  eines  jeden  Normaldruckes  gleich  der 
Summe  der  Gewichte  der  Gewölbesteine  vom  Scheitel  bis  zu  der  betreffen- 
den Fuge  ist. 

Wir  haben  auch  in  Figur  126  gesehen,  dafs  Oa^  der  Horizontalkraft 
H  entspricht,  während  Oa2,  Gag,  Oa^ . . .  den  in  den  auf  einander  folgenden 
Fugen  stattfindenden  Normaldrucken  so  wie  die  Abschnitte  a^  a,^ ,  ^0^3 ; 
aga. . . .  den  Gewichten  der  auf  einander  folgenden  Gewölbesteine  entsprechen. 
Zerlegen  wir  nun  die  Normaldrucke  Oa2,  0a3,  Ca,...  in  die  zwei  auf 
einander  senkrechten  Componenten  Oa^  und  a^a^;  Oaj  und  ^^d,^\  Oa^  und 
a^a. so  sind  die  den  horizontalen  Componenten  entsprechenden  Com- 
ponenten immer  dieselben,  denn  sie  sind  alle  gleich  Oai ,  während  die  den 
vertikalen  Componenten  entsprechenden  Componenten  aus  der  Summe  der 
Gewichte  der  Gewölbesteine  vom  Scheitel  bis  zu  der  betreffenden  Fuge 
bestehen. 

Es  ist  also  der  Horizontaldruck  in  dem  Gewölbeschenkel  überall  der- 
selbe, während  der  Vertikaldruck  in  irgend  einer  Fuge  gleich  dem  Gewichte 
des  Gewölbestückes  vom  Scheitel  bis  zu  der  betreffenden  Fuge  ist. 

Soll  nun  die  Festigkeit  des  Materials  überall  in  gleicher  Weise  in 
Anspruch  genommen  werden,  so  müssen  die  Flächen  der  Fugen  den  Nor-  1 
maldrucken  stets  proportional  sein,  ebenso  mufs  aber  auch  die  Vertikal-  ' 
projection  der  Fuge  der  horizontalen  Componente  und  die  Horizontal- 
projection  der  Fuge  der  vertikalen  Componente  des  Normaldruckes  pro- 
portional sein.  Nun  ist  die  horizontale  Componente  des  Nonnaldruckes 
überall  dieselbe  und  gleich  dem  im  Scheitel  wirkenden  Horizontaldrucke, 
also  müssen  auch  die  Vertikalprojectionen  sämtlicher  Fugen  einander  gleich 
sein,  und  weil  die  Schlufssteinfuge  dem  im  Scheitel  wirkenden  Horizontal- 
drucke entsprechen  mufs,  so  müssen  die  Vertikalprojectionen  sämtlicher 
Fugen  unter  einander  und  der  Schlufssteinfuge  gleich  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Verfahren,  den  Eücken  des  Ge- 
wölbes zu  bestimmen,  wenn  die  Höhe  des  Schlufssteines  gegeben  ist.  Man 
errichtet,  Figur  129,  in  den  Punkten  A,  Aj,  A2,  A3...,  in  welchen  die 
Fugenrichtungen  die  innere  Wölblinie  A  B  schneiden,  Vertikale  und  macht 
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diese  Vertikalen  gleich  der  gegebenen  Schlufssteinhöhe  BC,  legt  durch 
die  Endpunkte  der  Vertikalen  Horizontale  bis  zum  Durchschnitte  mit  der 
betreffenden  Fugenrichtung  und  verbindet  die  zuletzt  erhaltenen  Durch- 
schuittspunkte  stetig,  so  erhält  man  den  Eücken  des  Gewölbes. 


Fig.  129.  Fig.  130. 

Wenn  ein  Seil  in  zwei  Punkten  A  und  B  aufgehangen  und  in  ver- 
schiedenen anderen  Punkten  C ,  J) ,  E . . .  mit  Gewichten  belastet  ist ,  so 
bildet  es  bekanntlich  ein  Seilpolygon,  Figur  130.  Das  Seil  ist  hierbei 
in  allen  Punkten  gespannt,  und  die  Richtungen,  in  denen  die  Spannungen 
in  den  einzelnen  Teilen  wirken,  hängen  von  den  gegenseitigen  Verhält- 
nissen der  angehangenen  Gewichte  ab,  so  dafs  wir  diese  Eichtungen  ändern 
können,  wenn  wir  die  betreffenden  Gewichte  verändern. 

Bei  einem  solchen  Seilpolygon  können  wir  nun  die  Spannung  in 
einem  jeden  Punkte  in  eine  horizontale  und  in  eine  vertikale  Componente 
zerlegen,  und  es  ergiebt  sich  ; 
dabei,  dafs  die  Horizontalspan- 
nung in  allen  Punkten  dieselbe 
ist,  und  dafs  die  Vertikalspan- 
nung in  irgend  einem  Punkte 
gleich  ist  der  Summe  der  Ge- 
wichte vom  tiefsten  bis  zu  dem 
fraglichen  Punkte. 

Es  sind  dieses  genau  die- 
selben Beziehungen,  welche  wir 
bei  dem  Gewölbe  kennen  ge- 
lernt haben. 


Fig.  131. 


Wenn  wir  daher  in  einem  im  Gleichgewichte  befindlichen  Gewölbe, 
Figur  131,  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Steine  durch  gerade  Linien 
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verbinden,  so  erhalten  wir  ein  umgekehrtes  Seilpolygon,  indem  die  Ge- 
wichte der  Steine  den  Gewichten,  die  Schwerpunkte  der  Steina  den  Auf- 
hängepunkten der  Gewichte  und  die  Verbindungslinien  zwischen  je  zwei 
Schwerpunkten  den  zwischen  den  Aufhängepunkten  der  Gewichte  liegen- 
den Seilstücken  entsprechen.  Die  gebrochene  Linie,  welche  wir  auf  diese 
Weise  in  der  Stirnfläche  des  Gewölbes  erhalten,  wird  eine  Drucklinie 
des  Gewölbes  genannt. 

Denkt  man  sich  ein  Gewölbe  aus  sehr  vielen  Steinen  construiert, 
Avelche  alle  gleiches  Gewicht  besitzen,  so  geht  die  Drucklinie  in  eine  Ket- 
tenlinie über,  das  ist  diejenige  Linie,  welche  die  Axe  eines  in  zwei  Punk- 
ten aufgehangenen  Seiles  oder  einer  Kette  bildet,  wenn  gleich  grofse  Teile 
des  Seiles  oder  der  Kette  auch  gleiche  Gewichte  haben. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  aber,  dafs  ein  Gewölbe  in  Beziehung 
auf  das  Gleiten  im  Gleichgewichte  sein  mufs,  wenn  die  Drucklinie  durch 
die  Schwt^-punkte  sämtlicher  Gewölbesteine  geht  und  überall  auf  den  Fugen 
senkrecht  steht  oder  doch  die  Fugenrichtungen  so  schneidet,  dafs  die 
Winkel,  welche  sie  mit  den  in  den  Durchschnittspunkten  auf  den  Fugen 
errichteten  Senkrechten  macht,  nicht  gröfser  als  der  Keibungswiukel  sind. 

Mit  Hilfe  des  Seilpolygons  und  mit  Eücksicht  auf  die  zwischen  dem 
Seilpolygon  und  dem  Gewölbe  stattfindenden  Beziehungen  ist  es  auch  mög- 
lich zu  untersuchen,  ob  ein  construiertes  Gewölbe  im  Gleichgewichte  ist, 
und  wenn  dieses  nicht  der  Fall  sein  sollte,  die  Construction  so  umzuge- 
stalten, dafs  das  Gleichgewicht  vorhanden  sein  mufs. 

Hat  man  das  Gewölbe  entworfen,  so  zeichne  man  es  im  grofsen 
Mafsstabe  auf  ein  Eeifsbrett,  bestimme  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Ge- 
wölbesteine und  verbinde  sie  durch  Gerade.  Kehrt  man  nun  die  Zeich- 
nung um  und  befestigt  in  den  Anfängen  des  Gewölbes  einen  Faden  von 
entsprechender  Länge,  den  man  in  den  entsprechenden  Abständen  mit 
Gewichten  belastet,  welche  überall  den  Gewichten  der  Gewölbesteine  pro- 
portional sind,  so  mufs  das  auf  diese  Weise  entstandene  Seiipolygon,  in- 
dem die  Aufhängepunkte  der  Gewichte  überall  mit  den  Schwerpunkten  der 
Steine  zusammenfallen,  die  Drucklinie  des  Gewölbes  überall  decken,  wenn 
das  Gewölbe  im  Gleichgewichte  sein  soll.  Findet  diese  Deckung  aber 
nicht  statt,  so  mufs  die  Construction  des  Gewölbes  so  lange  umgestaltet 
werden,  bis  diese  Deckung  erreicht  ist. 

Es  ist  bei  den  oben  angestellten  Betrachtungen  die  zwischen  den 
Gewölbesteinen  stattfindende  Eeibung  nicht  mit  berücksichtigt  worden. 
Durch  die  Reibung  wird  aber  ein  Stein,  dessen  Fuge  mit  dem  Horizonte 
einen  Winkel  bildet,  welcher  nicht  gröfser  als  der  Eeibungswinkel  ist,  am 
Herabgleiten  verhindert.  Wenn  wir  daher  die  im  Scheitel  wirksame  Hori- 
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zontalkraft  bestimmen  wollen,  welche  die  Gewölbesteine  am  Herabgleiten 
auf  den  Fugen  verhindern  soll,  so  müssen  wir  von  einem  jeden  Winkel, 
den  die  Fugenrichtungen  mit  dem  Horizonte  machen,  den  Eeibungswinkel 
subtrahieren,  da  die  Horizontalkraft  immer  nur  demjenigen  Winkel  zu 
entsprechen  hat,  um  welchen  der  Winkel  der  Fuge  den  Eeibungswinkel 
übertrifft. 

Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Winkel,  welche  die  Fugen- 
richtungen mit  dem  Horizonte  machen,  wie  früher  geschehen,  mit  «i,  a-j, 
«3  .  .  .  und  den  Eeibungswinkel  mit  q,  so  sind  («i  —  q),  («a  —  ()), 
^(^g  —  ^)  ...  die  in  die  Eechnung  einzuführenden  Winkel.    Es  mufs 
daher  für  die  auf  einander  folgenden  Fugen  vom  Scheitel  aus  gerechnet  sein 
Hj  ==      tan  (a^  — 
H,  =  (G,  -I-  G,)  tan  («,  -  q) 
H3  =  (C^,  +      +  C^a)  tan  («3  -  q) 
u.  s.  f. 

Hierbei  ist  nun  Folgendes  zu  berücksichtigen :  Die  Winkel  und  folg- 
lich auch  die  Tangenten  derselben  nehmen  vom  Scheitel  nach  den  Wider- 
lagern zu  beständig  ab,  während  die  Gewichte  beständig  wachsen;  daher 
bestehen  die  vorstehenden  Ausdrücke  aus  zwei  Faktoren,  von  denen  der 
eine  von  Fuge  zu  Fuge  wächst,  der  andere  dagegen  von  Fuge  zu  Fuge 
abnimmt.  Es  können  mithin  die  Werte  von  H  nicht  von  Fuge  zu  Fuge 
beständig  wachsen,  sie  werden  vielmehr  nur  für  eine  gewisse  Anzahl  Fugen 
wachsen,  hierauf  aber  wieder  abnehmen,  so  d'afs  einer  unter  diesen  Wer- 
ten am  gröfsten  oder  ein  Maximum  ist. 

Wenn  nun  auf  keiner  Fuge  innerhalb  des  Gewölbeschenkels  ein  Her- 
abgleiten oder  ein  Gleiten  nach  innen  eintreten  soll,  so  mufs  die  im  Scheitel 
wirksame  Horizontalkraft  wenigstens  gleich  diesem  Maximum  sein.  Denn 
wäre  sie  kleiner  als  dieses  Maximum,  so  würde  auf  derjenigen  Fuge,  welche 
für  den  Gleichgewichtszustand  diesen  gröfsten  Wert  der  Horizontalkraft 
fordert,  das  Gleiten  nach  innen  erfolgen. 

Bei  den  Gewölbesteinen  kann  aber  auch,  wenn  die  Horizontalkraft 
zu  grofs  ist,  ein  Gleiten  nach  aufsen  eintreten,  und  es  müssen  daher  auch 
hierüber  die  nötigen  Betrachtungen  angestellt  werden. 

Wenn  die  Gewölbesteine  durch  eine  im  Scheitel  wirkende  Horizon- 
talkraft auf  den  Fugen  hinauf  geschoben  werden  sollen,  so  ist  die  Eeibung 
mit  zu  überwinden,  so  dafs  es  ebenso  ist,  als  ob  das  Gewölbestück  ohne 
Eeibung  auf  einer  schiefen  Ebene  hinaufgeschoben  werden  sollte,  deren 
Winkel  um  den  Eeibungswinkel  gröfser  ist  als  derjenige  Winkel,  den  die 
Fuge  mit  dem  Horizonte  macht.  Wenn  wir  daher  diejenige  im  Scheitel 
wirkende  Horizontalkraft  bestimmen  wollen,  für  welche  die  Gewölbesteine 
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in  Beziehung  auf  das  Gleiten  nach  aufsen  aber  noch  im  Gleichgewichte 
sind,  so  müssen  wir  zu  einem  jeden  Winkel,  den  die  Fugenrichtungen 
mit  dem  Horizonte  machen,  den  Eeibungswinkel  addieren. 

Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Kräfte  der  Reihe  nach  mit 
K,,  Ko,  K3,  .  .  .  so  mufs  für  die  auf  einander  folgenden  Fugen  vom 
Scheitel  aus  gerechnet  sein 


Hier  bestehen  die  Ausdrücke  ebenfalls  aus  zwei  Faktoren,  von  denen 
der  eine  beständig  wächst,  der  andere  beständig  abnimmt.  Es  wird  mit- 
hin einer  unter  diesen  Ausdrücken  den  kleinsten  Wert  haben  oder  ein 
Minimum  sein. 

Wenn  daher  auf  keiner  Fuge  innerhalb  des  Gewölbeschenkeis  ein 
Gleiten  nach  aufsen  eintreten  soll,  so  mufs  die  im  Scheitel  wirksame  Ho- 
rizontal kraft  kleiner  als  dieses  Minimum  sein.  Denn  wäre  sie  gröfser  als 
dieses  Minimum,  so  würde  auf  derjenigen  Fuge,  welcher  für  den  Gleich- 
gewichtszustand dieser  kleinste  Wert  der  Horizontalkraft  entspricht,  das 
Gleiten  nach  aufsen  erfolgen. 


Fassen  wir  diese  Resultate  zusammen,  so  können  wir  sagen:  Wenn 
ein  Gewölbe  rücksichtlich  des  Gleitens  der  Gewölbesteine  im  Gleichge- 
wichte sein,  also  die  gehörige  Stabilität  besitzen  soll,  so  mufs  die  im 
Scheitel  wirksame  Horizontalkraft  gröfser  als  das  Maximum  von  H,  sie 
mufs  aber  kleiner  als  das  Minimum  von  K  sein.  Und  es  ist  also  die  wirk- 
liche Horizontalkraft  zwischen  diese  Grenze  eingeschlossen. 


=  G^  tan  (a,  +  q) 
K,  =  (G,  4-  G  J  tan  («,  +  q) 
K3  =  (G,  +  G,  +  G3)  tan  (a,  +  q) 


u.  s.  f. 


Fig.  132. 
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Diejenigen  Fugen,  welche  dem  Maximum  von  H  und  dem  Minimum 
von  K  entsprechen,  werden  Bruchfugen  des  Gewölbes  genannt,  weil  in 
ihnen,  wenn  die  obigen  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  die  Zerstörung 
des  Gewölbes  erfolgt.  Die  gegenseitige  Lage  dieser  Fugen  ist  je  nach 
der  Gestalt  des  Gewölbes 
verschieden.  Bei  einem 
flachen  Gewölbe  liegt  die- 
jenige Fuge,  welche  dem 
Maximum  von  H  ent- 
spricht, näher  dem  Schei- 
tel und  diejenige  Fuge, 
welche  dem  Minimum  von 
K  entspricht,  näher  dem 
Widerlager.  Bei  einem 
steilen  Gewölbe  ist  die 
gegenseitige  Lage  dieser 
Fugen  umgekehrt. 

Die  Figuren  132  u. 
133  stellen  ein  flaches  und  ein  steiles  Gewölbe  in  demjenigen  Zustande 
dar,  in  welchem  der  Einsturz  durch  Gleiten  erfolgt,  wobei  gleichzeitig 
die  Bewegungen  angegeben  sind,  welche  hierbei  die  einzelnen  Gewölbeteile 
annehmen. 


Fig.  133, 


c.  Das  Drehen  der  Gewölbesteine. 
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Über  das  Drehen  der 
Gewölbesteine  lassen  sich  die 
folgenden  Betrachtungen  an- 
stellen. Wenn  wir  zuerst 
die  Gleichgewichtsbedingun- 
gen rück  sichtlich  der  Dre- 
hung der  Gewölbesteine  um 
die  inneren  Fugenkanten 
kennen  lernen  wollen,  sei 
ABCD,  Figur  134,  ein  Ge- 
wölbeschenkel ,  und  AiBi , 
AgBg,  A3B3...  mögen  be- 
liebige auf  einander  folgende 
Fugen  desselben  sein.  Wir 
wollen  die  Gewichte  dieser  auf  einander  folgenden,  zwischen  den  angegebe- 
nen Fugen  liegenden  Gewölbestücke  mit  G,,  G2,  G3 . . .  und  ihre  Schwer- 

Wenck,  Baumechanik.  20 
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Fig.  134. 
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punkte  mit  s,,  s^,     . . .  bezeichnen.   Die  Hebelarme  von  G,  in  Beziehung 
auf  die  Kanten  A, ,  A^,  A3 . . .  sollen  mit  bj ,  b^ ,  \  . . die  Hebelarme 
von  G2  in  Beziehung  auf  die  Kanten  A^,  A^,  A, . . .  sollen  mit  c^,  c,,  C3. . 
die  Hebelarme  von      in  Beziehung  auf  die  Kanten  A3,  A; . . .  sollen  mit 
dj,  dg  . . .  bezeichnet  werden. 

ISTehmen  wir  nun  an,  es  greife  die  im  Scheitel  wirkende  Horizontal- 
kraft H,  welche  die  Drehung  um  die  inneren  Fugenkanten  A„  A,,  A3 . . . 
verhindern  soll,  im  höchsten  Punkte  C  des  Scheitels  an  und  bezeichnen 
die  Hebelarme  der  Horizontalkraft  in  Beziehung  auf  die  Fugen  A,,  A^, 
A3 . . ,  mit  3L^,  a^,  a3 . . . ,  so  haben  wir  als  Gleichgewichtsbedingung  für 
die  Fuge  A^  die  Gleichung 

H,a,  =  G,b, 

für  die  Fuge  A.,  haben  wir  die  Gleichung 

H,a,  =  G,b,  +  G,c, 
für  die  Fuge  A3  haben  wir  die  Gleichung 

H3a3  =  G,b3  4-  G,c,  +  G3d, 
u.  s.  w.  für  die  folgenden  Fugen. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  nun  für  die  Horizontalkraft 

^  _  G,b,+Go_c, 
2  _  G,b3  +  G,c,  +  G3dt 
u.  s.  f. 

Diese,  die  Horizontalkraft  für  die  auf  einander  folgenden  Fugen  be- 
stimmenden Ausdrücke  sind  Quotienten,  und  es  ist  leicht  ersichtlich,  daCs 
sowol  die  Zähler  als  auch  die  Nenner  derselben  beständig  wachsen,  weil 
^1  <C  a-o  <C  .  .  .  ist.  Es  können  daher  die  Werte  von  H  nicht  be- 
ständig von  Fuge  zu  Fuge  vom  Scheitel  nach  dem  Widerlager  zu  wach- 
sen, sie  werden  vielmehr  nur  für  eine  gewisse  Anzahl  von  Fugen  wachsen, 
hierauf  aber  wieder  abnehmen,  so  dafs  einer  unter  diesen  Werten  am 
gröfsten  oder  ein  Maximum  ist. 

Wenn  nun  um  keine  der  inneren  Fugenkanten  des  Gewölbeschenkels 
eine  Drehung  nach  innen  statt  finden  soll,  so  mufs  die  im  Scheitel  wirk- 
same Horizontalkraft  wenigstens  gleich  diesem  Maximum  sein.  Denn  wäre 
sie  kleiner  als  dieses  Maximum,  so  würde  um  diejenige  Fuge,  welche  für 
den  Gleichgewichtszustand  diesen  gröfsten  Wert  der  Horizontalkraft  for- 
dert, das  Drehen  nach  innen  erfolgen. 

Führt  man  diesen  Maximalwert  von  H  in  eine  jede  der  obigen  Glei- 
chungen ein,  so  müssen,  wenn  diese  Gleichungen  fortbestehen  sollen,  sämt- 
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liehe  Hebelarme  a  mit  Ausnahme  desjenigen,  welcher  dem  gefundenen 
Maximum  zugehört,  kleiner  werden ;  daher  rücken  die  Drehpunkte  für  alle 
Fugenkanten,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welcher  das  Maximum  zugehört, 
von  den  Kanten  hinweg  nach  dem  Innern  der  Stirnfläche  zu. 

Berechnet  man  diese  Hebelarme  für  eine  hinlänglich  grofse  Anzahl 
von  Fugen  und  verbindet  die  hieraus  sich  ergebenden  Drehpunkte  stetig 
miteinander,  so  erhält  man  eine  Kurve,  welche  man  Stützlinie  nennt, 
weil  sie  diejenigen  Punkte  enthält,  in  welchen  die  G-ewölbeteile  sich  gegen- 
seitig stützen,  wenn  der  Gleichgewichtszustand  in  der  oben  vorausgesetzten 
Weise  hergestellt  wird. 

Um  die  Gewichte  sowol  als  die  Hebelarme  behufs  der  Aufstellung 
der  obigen  Gleichungen  zu  bestimmen,  hat  man  das  Gewölbe  nach  einem 
hinlänglich  grofsen  Mafsstabe  zu  zeichnen.  Nimmt  man  nun  für  die 
Länge  des  Gewölbes  die  Einheit  an,  so  sind  die  Gewichte  der  Gewölbe- 
steine ihren  Stirnflächen  proportional.  Berechnet  man  daher  den  Inhalt 
der  Stirnflächen  und  multipliciert  diesen  mit  dem  Gewichte  der  Kubikein- 
heit  des  Materials,  so  erhält  man  die  Gewichte  der  Steine.  Bestimmt 
man  ferner  in  der  Stirnfläche  für  einen  jeden  Stein  die  Lage  seines  Schwer- 
punktes und  die  vertikale  Schwerlinie  desselben  und  legt  durch  die  Punkte, 
welche  die  inneren  Kanten  der  Fugen  bezeichnen,  Horizontale,  so  ergeben 
sich  auch  die  Hebelarme  für  die  Gewichte  der  Gewölbesteine. 

Wenn  wir  ferner  die  Gleichgewichtsbedingungen  rücksichtlich  der 
Drehung  der  Gewölbesteine  um  die  äufseren  Fugenkanten  kennen  lernen 
wollen,  sei  AB  CD,  Figur  135, 
derselbe  Gewölbeschenkel.  Die 
Bezeichnungen  sind  hier  die- 
selben wie  vorher,  nur  sind  die 
Momente  auf  die  Kantenpunkte 
Bj,  B2, 


B. 


bezogen.  Die 


Horizontalkraft,  welche  wir  hier 
mit  K  bezeichnen  wollen,  greift 
ebenfalls  im  höchsten  Punkte  C 
des  Scheitels  an.  Aus  der  Figur 
ist  dann  leicht  ersichtlich,  dafs 
wir  als  Gleichgewichtsbedingung 
für  die  Fugenkante  Bj  die  Glei- 
chung haben 


Fig.  135. 


K.a.  ==  G,b, 


Für  die  Fugenkante  B^  haben  wir  die  Gleichung 

+  G,c, 


^2^2  =  ^iK 


20* 
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Für  die  Fugenkaute  B3  haben  wir  die  G-leichuiig 

u.  s.  f.  für  die  folgenden  Fugenkanten. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sodann  für  die  Horizontalkraft 


Gjba  +  GgC, 


^  ^  G^ba  +  G^c^  +  Gad^ 
'  »3 
n.  s.  f. 

Diese  Ausdrücke  sind  ebenfalls  Quotienten,  in  welchen  sowol  die 
Zähler  als  auch  die  Nenner  beständig  wachsen,  so  dafs  die  Werte  von 
K  wachsen  und  abnehmen.  Es  mufs  daher  einer  unter  diesen  Werten 
am  kleinsten,  also  ein  Minimum  sein. 

Wenn  nun  um  keine  der  äufseren  Fugenkanten  des  Gewölbeschenkels 
eine  Drehung  nach  aufsen  statt  finden  soll ,  so  mufs  die  im  Scheitel  wir- 
kende Horizontal  kraft  K  kleiner  als  dieses  Minimum  sein.  Denn  wäre 
sie  gröf:er  als  dieses  Minimum,  so  würde  um  diejenige  Fugenkante,  welche 
für  den  Gleichgewichtszustand  diesen  kleinsten  Wert  der  Horizontalkraft 
fordert,  das  Drehen  nach  aufsen  erfolgen. 

Führt  man  diesen  Minimal  wert  von  K  in  eine  jede  der  obigen  Glei- 
chungen ein,  so  müssen,  wenn  diese  Gleichungen  fortbestehen  sollen,  sämt- 
liche Hebelarme  a,  mit  Ausnahme  desjenigen,  welcher  dem  gefundenen 
Minimum  zugehört,  gröfser  werden;  daher  rücken  die  Drehpunkte  für  alle 
Fugenkanten,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welcher  das  Minimum  zugehört, 
von  den  Kanten  hinweg  nach  dem  Innern  der  Stirnfläche  zu. 

Berechnet  man  diese  Hebelarme  für  eine  hinlänglich  grofse  Anzahl 
von  Fugen  und  verbindet  die  hieraus  sich  ergebenden  Drehpunkte  stetig 
mit  einander,  so  erhält  man  eine  Kurve,  welche  die  Stützlinie  für  die 
hier  gemachten  Voraussetzungen  ist. 

Fassen  wir  diese  Resultate  zusammen,  so  können  wir  sagen :  Wenn 
ein  Gewölbe  rücksichtlich  des  Drehens  der  Gewölbesteine  im  Gleichgewichte 
sein,  also  die  gehörige  Stabilität  besitzen  soll,  so  mufs  die  im  Scheitel 
wirksame  Horizontalkraft  gröfser  als  das  Maximum  von  H,  sie  mufs  aber 
kleiner  als  das  Minimum  von  K  sein.  Und  es  ist  hier  wieder  die  Hori- 
zontalkraft in  diese  Grenzen  eingeschlossen. 

Diejenigen  Fugen,  welche  dem  Maximum  von  H  und  dem  Minimum 
von  K  entsprechen,  werden  ebenfalls  Bruchfugen  des  Gewölbes  genannt, 
weil  in  ihnen,  wenn  die  obigen  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  die  Zer- 
störung des  Gewölbes  erfolgt. 
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Die  gegenseitige  Lage  dieser  Fugen  ist  je  nach  der  Form  des  Ge- 
wölbes verschieden.  Bei  einem  flachen  Gewölbe  liegt  diejenige  Fuge, 
welche  dem  Maximum  von  H  entspricht,  näher  dem  Scheitel  und  diejenige 
Fuge ,  welche  dem  Minimum  von  K  entspricht ,  näher  -  dem  Widerlager. 
Bei  einem  steilen  Gewölbe  ist  die  gegenseitige  Lage  dieser  Fugen  um- 
gekehrt. 


Fig  136. 


Die  Figuren  136  und  137 
stellen  ein  flaches  und  ein  steiles 
Gewölbe  in  demjenigen  Zustande 
dar,  in  welchem  der  Einsturz 
durch  Drehen  um  die  Fugen- 
kanten erfolgt,  wobei  gleich- 
zeitig die  Bewegungen  angege- 
ben sind,  welche  hierbei  die  ein- 
zelnen Gewölbeteile  annehmen. 
Beim  flachen  Gewölbe  öffnen 
sich  die  Scheitelfugen  nach  in- 
nen, beim  steilen  Gewölbe  da- 
gegen öffnen  sich  die  Scheitel- 
fugen nach  aufsen. 

Da  wir  den  Angriffspunkt  der  im  Scheitel  wirkenden  Horizontalkraft 
in  den  höchsten  Punkt  der  Scheitelfuge  verlegt  und  angenommen  haben, 
dafs  die  auf  einander  folgenden  Steine  in  den  äufseren  oder  inneren  Kanten 
der  Fugen  auf  einander  drücken,  so  beziehen  sich  unsere  eben  angestellten 
Betrachtungen  über  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  rücksichtlich  des 
Drehens  der  Gewölbesteine  auf  die  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes. 
Denn  sobald  die  im  Scheitel  wirkende  Horizontalkraft  kleiner  wird  als  das 


Fig.  137. 
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Maximum  von  H  oder  gröfser  wird  als  das  Minimum  von  K,  so  wird 
diese  Grenze  überschritten,  und  es  erfolgt  die  Drehung  der  Gewölbesteine 
um  die  Kanten  der  Bruchfugen;  oder  es  kann  auch  die  Kante  durch  den 
Druck  zerstört  werden  und  auf  diese  Weise  der  Einsturz  des  Gewölbes 
erfolgen. 

Da  nun  aber  ein  Gewölbe  nicht  auf  der  Grenze  des  Gleichgewichts 
sich  befinden  darf,  wenn  es  seinem  Zwecke  entsprechen  soll,  da  es  viel- 
mehr eine  ausreichende  Stabilität  und  Sicherheit  rücksichtlich  der  Drehung 
der  Gewölbesteine  um  die  Fugenkanten  und  der  Festigkeit  des  Materials 
besitzen  mufs,  so  darf  auch  die  im  Scheitel  wirkende  Horizontalkraft  weder 
gleich  dem  Maximum  von  H  noch  gleich  dem  Minimum  von  K  sein; 
ferner  darf  diese  Horizontalkraft  ihren  Angriffspunkt  nicht  im  höchsten 
Punkte  des  Scheitels  haben,  und  endlich  darf  die  Stützlinie  weder  auf  der 
einen  noch  auf  der  anderen  Seite  der  Stirnfläche  des  Gewölbes  durch  die 
Kante  der  Bruchfuge  gehen.  Es  mufs  vielmehr  die  Horizontalkraft  einen 
zwischen  dem  Maximum  von  H  und  dem  Minimum  von  K  liegenden  Wert 
besitzen,  da  diese  Werte  gleichsam  die  äufsersten  Grenzwerte  für  die  Ho- 
rizontalkraft sind,  sie  mufs  ihren  Angriffspunlrt  im  Innern  der  Scheitel- 
fuge haben,  und  die  Stützlinie  mufs  ganz  im  Innern  der  Stirnfläche  des 
Gewölbes  liegen,  sie  darf  weder  die  innere  noch  die  äufsere  Wölblinie 
der  Stirnfläche  berühren,  sondern  sie  mufs  auch  in  denjenigen  Punkten, 
in  welchen  sie  den  Wölblinien  am  nächsten  kommt,  immer  um  eine  hin- 
längliche und  zwar  um  eine  solche  Strecke  davon  abstehen,  dafs  die  Festig- 
keit des  Materials  gehörig  Widerstand  leisten  kann. 


Scheitel  wirksame  Horizontalkraft  für  diesen  günstigsten  Fall  der  Stabilität 
und  Festigkeit  eines  Gewölbes  bestimmen  wollen,  so  construieren  wir  in 


E 


Hiernach  würde  ein  Ge- 
wölbe die  gröfste  Stabilität  und 
Festigkeit  besitzen,  wenn  der 
Angriffspunkt  der  Horizontal- 
kraft im  Mittel-  oder  Schwer- 
punkte der  Scheitelfuge  läge, 
und  wenn  der  Druck,  den  die 
Gewölbesteine  gegenseitig  auf 
einander  ausüben,  über  die  Fu- 
genfläclie  gleichmäfsig  verteilt 
wäre,  so  dafs  seine  Eesultante 
ebenfalls  durch  den  Schwerpunkt 
der  Fugenfläche  ginge. 


Fig.  138. 


Wenn  wir   nun   die  im 
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dem  Gewölbeschenkel,  Figur  138,  die  Mittellinie  CE,  welche  die  Fugen 
in  den  Punkten  C^,  C^,  C3 .  .  .  schneidet,  beziehen  auf  diese  Punkte  die 
Momente  der  Horizontalkraft  und  der  Gewichte  der  Gewölbesteine  und 
verlegen  den  Angriffspunkt  der  Horizontalkraft  in  den  Mittelpunkt  C  der 
Scheitelfuge. 

Bezeichnen  wir  für  diesen  Fall  die  Horizontalkraft  mit  M  und  lassen 
für  die  Gewichte  der  Gewölbesteine  und  die  Hebelarme  der  Kräfte  die 
früheren  Bezeichnungen  gelten,  so  haben  wir  als  Gleichgewichtsbedingung 
für  die  Fuge  Ci  die  Gleichung 

M^a,  =  Gjb, 
Für  die  Fuge      haben  wir  die  Gleichung 
M,a^  =  Grjb^  +  G^Ci 
Für  die  Fuge  C3  haben  wir  die  Gleichung 

M3a3  =  G,b3  +  G,c,  +  G3d, 
u.  s.  f.  für  die  folgenden  Fugen. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sodann  für  die  Horizontalkraft 


^  _  G,b,4-^2Ci 

^  _  G,b3  +  C^2C2  +  (>3d, 
3  a3 
u.  s.  f. 

Diese  Ausdrücke  sind,  wie  früher,  Quotienten,  in  welchen  sowol  die 
Zähler  als  auch  die  Nenner  beständig  wachsen,  so  dafs  die  Werte  von  M 
wachsen  und  abnehmen  und  einer  von  ihnen  ein  Maximum  ist. 

Diesem  Maximum  ist  die  im  Mittelpunkte  des  Scheitels  angreifende 
Horizontalkraft  gleich  zu  setzen. 

Führen  wir  diesen  gröfsten  Wert  von  M  in  die  obigen  Gleichungen 
ein,  so  müssen,  wenn  diese  Gleichungen  fortbestehen  sollen,  sämtliche 
Hebelarme  a  mit  Ausnahme  desjenigen,  welcher  dem  gefundenen  Maximum 
zugehört,  kleiner  werden,  daher  rücken  die  Drehpunkte  in  allen  Fugen 
mit  Ausnahme  derjenigen  Fuge,  welcher  das  Maximum  zugehört,  von  der 
Mittellinie  hinweg  nach  der  oberen  Hälfte  des  Gewölbes;  und  wenn  man 
die  Hebelarme  für  eine  hinlänglich  grofse  Anzahl  von  Fugen  berechnet 
und  die  hieraus  sich  ergebenden  Drehpunkte  stetig  mit  einander  ver- 
bindet, so  erhält  man  wieder  eine  Kurve,  welche  die  Stützlinie  für  den 
oben  angenommenen  Fall  ist. 

Wenn  das  Maximum  von  M  mit  den  früher  aufgestellten  Bedingungen 
nicht  im  Widerspruche  steht  und  die  Stützlinie  nicht  aus  dem  mittleren 
Drittel  der  Stirnfläche  heraustritt,  so  kann  man  annehmen,  dafs  diese 
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Horizontalkraft  dem  wirklichen  Gewölbeschube  am  nächsten  kommt  und 
kann  sie  als  den  eigentlichen  Gewölbeschub  ansehen.  Freilich  liegt  der 
Angriffspunkt  des  wirklichen  Gewölbeschubes  nicht  im  Mittelpunkte  der 
Scheitelfuge,  sondern  bei  flachen  Gewölben  in  der  oberen  Hälfte,  bei  steilen 
Gewölben  in  der  untern  Hälfte  derselben,  so  dafs  auch  hier  ebenfalls 
wieder  nur  eine  näherungsweise  Besthnmung  getroffen  werden  kann.  Man 
kann  auch  noch  die  Horizontalkraft  in  der  Weise  bestimmen,  dafs  man 
ihren  Angriffspunkt  in  der  Scheitelfuge  um  g  der  Fugenhöhe  von  oben 
nach  unten  und  dafs  man  den  Stützpunkt  in  der  Bruchfuge  um  h  der 
Fugenhöhe  von  unten  nach  oben  verlegt. 

Ist  die  Grofse  des  Horizontalschubes  ermittelt  und  nimmt  man  einen 
Punkt  als  Angriffspunkt  in  der  Scheitelfuge  an,  so  kann  man  diese  Kraft 
mit  dem  Gewichte  des  ersten  Steines  zusammensetzen.  Die  Eesuitante 
aus  beiden  schneidet  die  erste  Gewölbefuge.  Setzt  man  diese  Eesuitante 
mit  dem  Gewichte  des  zweiten  Steines  zusammen,  so  erhält  man  eine 
zweite  Eesuitante,  Avelche  die  zweite  Gewölbefuge  schneidet.  Wird  diese 
Eesuitante  mit  dem  Gewichte  des  dritten  Steines  zusammengesetzt,  so 
erhält  man  wieder  eine  Eesuitante,  welche  die  dritte  Gewölbefuge  schneidet. 
Dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  bis  zur  Widerlagsfuge,  wobei  jede 
Gewölbefuge  von  der  betreffenden  Eesuitante  geschnitten  wird. 

Bestimmt  man  für  eine  hinlängliche  Anzahl  Fugen  die  Durchschnitts- 
punkte mit  den  Eesultanten  und  verbindet  die  erhaltenen  Durchschnitts- 
punkte stetig,  so  erhält  man  eine  Kurve,  welche  man  eine  Widerstands- 
linie des  Gewölbes  nennt. 

Ist  ABCDj  Figur  139,  der  Schenkel  eines  halbkreisförmigen  Ge- 
wölbes und  0  der  Mittelpunkt  desselben;  ist  EF  die  Gröfse  der  Hori- 
zontalkraft und  E  der  Angriffspunkt  derselben,  wobei  E  eine  solche  Lage 
in  der  Scheitelfuge  hat,  dafs  CE  =  iCD  ist;  sind  AjBj,  A^B^  . . .  die 
Fugen,  Sj,  s^,  S3...  die  Schwerpunkte  der  Gewölbesteine  und  Gj,  Gg,  G3... 
die  Gewichte  derselben,  so  erfolgt  die  Construction  der  Widerstandslinie 
auf  folgende  Weise: 

Vom  Durchschnittspunkte  Mj  der  durch  Sj  gelegten  Schwerlinie  mit 
der  Eichtung  der  Horizontalkraft  EF  construiert  man  aus  G,  und  der 
Horizontalkraft  ein  Parallelogramm  und  zieht  die  Diagonale  B^;  diese 
schneidet  die  Fuge  AjBj  im  Punkte  w^,  und  es  ist  also  w,  ein  Punkt 
der  Widerstandslinie. 

Vom  Durchschnittspunkte  M^  der  durch  s^  gelegten  Schwerlinie  mit 
der  ersten  Eesuitante  Ej  construiere  man  aus  G.,  und  E,  wieder  ein 
Parallelogramm  und  ziehe  die  Diagonale  E^;  diese  schneidet  die  Fuge 
A^Bo  in  w.,,  und  es  ist  also  w«  wieder  ein  Punkt  der  Widerstandslinie. 
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Durch  Zusammensetzung  von  mit  G3  vom  Durchsclinittspunkte  M3 
der  durch  S3  gelegten  Schwerlinie  mit  der  Eesultante  erhält  man  die 
Eesultante  E^,  welche  die  Fuge  A3B3  in  W3  schneidet,  so  dafs  W3  wieder 
ein  Punkt  der  Widerstandslinie  ist. 


Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhält  man  die  folgenden  Punkte 
der  Widerstandslinie  und  durch  stetige  Verbindung  dieser  Punkte  die 
Widerstandslinie  selbst. 

Eine  solche  Widerstandslinie  kann  nun  ebenfalls  dazu  dienen,  die 
Stabilität  des  fraglichen  Gewölbes  zu  beurteilen. 

Das  Gewölbe  ist  gegen  das  Gleiten  gesichert,  wenn  die  Eichtungen 
der  Eesultanten  E,,  E^,  E3  .  .  .  mit  den  in  den  Durchschnittspunkten 
der  betreffenden  Fugen  auf  den  Fugen  errichteten  Senkrechten  Winkel 
bilden,  welche  sämtlich  kleiner  als  der  Eeibungswinkel  sind.  Wäre  da- 
gegen einer  von  diesen  Winkeln  gleich  dem  Eeibungswinkel,  so  würde  in 
der  betreffenden  Fuge  rücksichtlich  des  Gleitens  eben  nur  Gleichgewicht 
sein,  und  wäre  einer  von  diesen  Winkeln  gröfser  als  der  Eeibungswinkel, 
so  würde  in  der  betreffenden  Fuge  ein  Ausgleiten  erfolgen. 

Gegen  das  Drehen  ist  das  Gewölbe  gesichert,  wenn  die  Widerstands- 


Fig.  139. 
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linie  weder  der  innern  noch  der  äufsern  Wölblinie  zu  nahe  kommt,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  mehr  sich  die  Widerstandslinie  der  Mittellinie  des 
Gewölbes  nähert.  Man  erachtet  die  Sicherheit  für  ausreichend,  wenn  die 
Widerstandslinie  das  mittlere  Drittel  der  Breite  der  Stirnfläche  nicht 
überschreitet.  Wenn  die  Widerstandslinie  die  innere  oder  äufsere  Wölb- 
linie berührt,  so  findet  eben  Gleichgewicht  gegen  das  Drehen  statt;  wenn 
aber  die  Widerstandslinie  die  innere  oder  äufsere  Wölblinie  durchschneidet, 
so  findet  eine  Drehung  nach  innen  oder  nach  aufsen  statt. 

Was  endlich  das  Zerdrücken  der  Gewölbesteine  anlangt,  so  hat  die 
Zerdrückungsfestigkeit  des  Materials  dem  Drucke,  den  die  Gewölbesteinc 
gegenseitig  auf  einander  ausüben,  den  entsprechenden  Widerstand  zu  leisten. 
Da  wir  nun  wissen,  in  welcher  Weise  ein  Gewölbeschenkel  vom  Scheitel 
aus  nach  dem  Widerlager  hin  construiert  sein  mufs,  wenn  die  Festigkeit 
des  Materials  überall  in  gleicher  Weise  in  Anspruch  genommen  werden 
soll,  so  handelt  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  Stärke  oder  Höhe 
des  Gewölbescheitels. 

Der  Schlufsstein  hat  lediglich  dem  Horizontalschube  Widerstand  zu 
leisten.  Ist  daher  der  Horizontalschub  bestimmt,  so  erhält  man  die  Fläche 
der  Schlufssteinfuge  oder  die  Fläche  des  vertikalen  Durchschnittes  des 
Schlulssteines  im  Scheitel  des  Gewölbes,  wenn  man  den  Horizontalschub 
durch  den  Sicherheitsmodul  gegen  das  Zerdrücken  dividiert. 

Es  mufs  jedoch  hierbei  darauf  Eücksicht  genommen  werden,  dafs  der 
Druck  nicht  auf  die  ganze  Fläche  der  Fugen  sich  gleichmäfsig  verteilt, 
sondern  das  gewisse  Flächenteile  mehr,  andere  weniger  in  Anspruch  ge- 
nommen werden.  Damit  nun  aber  bei  den  am  meisten  in  Anspruch  ge- 
nommenen Flächenteilen  noch  eine  hinlängliche  Sicherheit  vorausgesetzt 
werden  kann,  nimmt  man  den  kleinsten  zulässigen  Sicherheitsmodul  an. 

d.  Die  graphische  Bestimmung  des  Borizontalschubes  und  der  ihm 
en tsprechenden  TJruckl in ie. 

Ist  AB  CD,  Fig.  140,  die  Hälfte  eines  Bogens  und  nehmen  wir  die  Ge- 
wölbesteine von  gleicher  Länge,  Breite  und  Höhe  an,  so  sind  auch  die  Ge- 
wichte der  Gewölbesteine  gleich  und  können  daher  durch  die  Höhe  AD 
oder  durch  einen  Teil  derselben  als  Linien  dargestellt  werden,  wenn  diese 
Höhe  nach  Längeneinheiten  des  Kräftemafsstabes  bestimmt  ist.  Da  aber 
vom  Schlufssteine  nur  die  Hälfte  vorhanden  ist,  so  ist  das  Gewicht  dieses 
Gewölbeteiles  durch  die  Hälfte  der  Höhe  A  D  oder  des  betreffenden  Teiles 
von  AD  darzustellen.  Setzen  wir  diese  Ge^nchte  zu  einem  Kräfte- 
zuge zusammen,  so  wird  dieser  Kräftezug  eine  vertikal  gerichtete  ge- 
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Fig.  140. 


rade  Linie,  weil  sämtliche  Kräfte,  da  es  Gewichte  sind,  vertikale  Sich- 
tung haben.    Ist  08  diese  Kräftelinie,  so  entspricht  ol,  welches  gleich 
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i  AD  ist,  dem  Gewichte  des  halben  Schlufssteines,  während  12  =  23 
=  ...  =  AD  den  Gewichten  der  folgenden  Steine  entsprechen,  die  Linie 
o8  aber  die  Eesultante  aus  sämtlichen  Gewichten  darstellt. 

Errichten  wir  auf  der  Linie  o8  im  Punkte  o  eine  Senkrechte,  so 
ist  diese  horizontal  und  folglich  die  Richtung  des  im  Scheitel  und  zwar 
in  irgend  einem  Punkte  desselben  angreifenden  Horizontalschubes,  den 
wir  noch  nicht  kennen.  Ist  uns  aber  der  Horizontalschub  bekannt  und 
setzen  wir  ihn  mit  dem  Gleichgewichte  des  ersten  Steines  zusammen,  so 
stellt  diese  Eesultante  nach  Gröfse  und  Richtung  den  Druck  auf  die  erste 
Fuge  dar.  Setzen  wir  den  Horizontalschub  mit  den  Gewichten  des  ersten 
und  zAveiten  Steines  zusammen,  so  stellt  diese  Resultante  nach  Gröfse 
und  Richtung  den  Druck  auf  die  zweite  Fuge  dar.  Die  Resultante  aus 
dem  Horizontalschub  und  den  Gewichten  des  ersten,  zweiten  und  dritten 
Steines  stellt  nach  Gröfse  und  Richtung  den  Druck  auf  die  dritte  Fuge 
dar;  und  wir  können  auf  diese  Weise  den  Druck  für  alle  folgenden  Fugen 
nach  Gröfse  und  Richtung  bestimmen.  Der  Angriffspunkt  einer  jeden 
solchen  Resultante  ist  der  Durchschnittspunkt  der  vorausgegangenen  Re- 
sultante mit  der  vertikalen  Schwerlinie  des  auf  der  betreffenden  Fuge 
liegenden  Steines.  Wenn  wir  daher  zwischen  diesen  Schwerlinien  Paral- 
lele zu  den  entsprechenden  Resultanten  ziehen,  so  dafs  jede  durch  den 
Schnittpunkt  der  vorausgegangenen  mit  der  Schwerlinie  des  betreffenden 
Steines  geht,  so  erhalten  wir  in  der  Stirnfläche  des  Gewölbes  eine  ge- 
brochene Linie,  welche  die  Drucklinie  für  diesen  Horizontalschub  ist;  und 
es  wird  diese  Drucklinie  die  wirkliche  Drucklinie  sein,  wenn  der  Hori- 
zontalschub der  wirkliche  Horizontalschub  ist.  Da  wir  diesen  aber  nicht 
kennen,  so  müssen  wir  zunächst  einen  Horizontalschub  beliebig  annehmen 
und  für  diesen  eine  Drucklinie  construieren.  Hierbei  stellt  sich  nun 
Folgendes  heraus:  Ist  der  angenommene  Horizontalschub  gröfser  als  der 
wirkliche,  so  erhalten  wir  eine  Drucklinie,  welche  sich  der  äufseren  Wölb- 
linie nähert,  sie  vielleicht  durchschneidet  und  aus  dem  Bogen  heraustritt; 
ist  der  angenommene  Horizontalschub  kleiner  als  der  wirkliche,  so  er- 
halten wir  eine  Drucklinie,  welche  sich  der  inneren  Wölblinie  nähert,  sie 
vielleicht  durchschneidet  und  aus  dem  Bogen  heraustritt.  Haben  wir  aber 
einmal  eine  solche  Drucklinie  construiert,  so  können  wir  aus  ihr  eine 
beliebige  andere  Drucklinie  ableiten,  wenn  wir  noch  einen  zweiten  Punkt 
annehmen,  durch  welchen  diese  andere  Drucklinie  gehen  soll  und  können 
dann  auch  den  dieser  neuen  Drucklinie  entsprechenden  Horizontalschub 
bestimmen.  Kann  dann  diese  zweite  Drucklinie  als  die  wirkliche  Druck- 
linie angesehen  werden,  so  kann  auch  der  ihr  entsprechende  Horizontal- 
schub als  der  wirkliche  Horizontalschub  angesehen  werden. 
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Um  diese  Construction  auszuführen,  nehmen  wir  auf  der  durch  den 
Punkt  0  des  Kräftezuges  gelegten  horizontalen  Linie  die  beliebige  Strecke 
op'  an  und  betrachten  sie  als  den  Horizontalschub.  Ziehen  wir  nun 
von  den  übrigen  Punkten  der  Kräftelinie  1 ,  2,  3  .  .  .  Strahlen  nach 
dem  Punkte  p',  so  sind  diese  Strahlen  nach  G-röfse  und  Eichtung  die 
auf  einander  folgenden  Eesultanten  aus  dem  Horizontalschub  und  den 
G-ewichten  der  Gewölbesteine.  Denn  es  ist  Ip'  die  Kesultante  aus  op' 
und  Ol,  das  ist  die  Eesultante  aus  dem  Horizontalschube  und  dem  Ge- 
wichte des  halben  Schlufssteines ;  ebenso  ist  2  p'  die  Eesultante  aus  dem 
Horizontalschube  und  den  Gewichten  des  ersten  und  zweiten  Steines,  3  p' 
die  Eesultante  aus  dem  Horizontalschube  und  den  Gewichten  des  ersten, 
zweiten  und  dritten  Steines  u.  s.  w.  Legen  wir  weiter  durch  die  Schwer- 
punkte der  Gewölbesteine  die  vertikalen  Schwerlinien  Sq,  Sj,  . . wählen 
den  Punkt  E  der  Schlufssteinfuge,  der  um  i  AD  von  A  absteht,  als  An- 
griffspunkt des  Horizontalschubes  und  legen  durch  den  Punkt  E  eine 
Horizontale,  so  ist  diese  die  Eichtungslinie  des  Horizontalschubes.  Sie 
schneidet  die  Schwerlinie  So  im  Punkte  a',  und  es  ist  somit  Ea',  welche 
parallel  mit  op'  ist,  die  erste  Seite  der  Drucklinie.  Machen  wir  weiter 
a'b'  parallel  mit  1  p',  b'c'  parallel  mit  2  p',  c'd'  parallel  mit  3  p'  u.  s.  f. 
g'h'  parallel  mit  7  p',  h'F'  parallel  mit  8  p',  so  erhalten  wir  die  dem 
beliebig  angenommenen  Horizontalschube  op'  entsprechende  Drucklinie 
Ea'b'c'd'e' fg' h'F'.  Wir  sehen  aber,  dafs  diese  Drucklinie  nicht  nur  der 
äufseren  Wölblinie  sich  nähert,  sondern  dafs  sie  diese  Wölblinie  schneidet 
und  aus  dem  Gewölbe  heraustritt.  Der  von  uns  beliebig  angenommene 
Horizontalschub  op'  ist  daher  gröfser  als  der  wirkliche  Gewölbeschub. 

Um  nun  eine  andere  Drucklinie  aus  dieser  zuerst  construierten  ab- 
zuleiten, müssen  wir  noch  einen  Punkt  im  Gewölbe  annehmen,  duixh  den 
diese  neue  Drucklinie  gehen  soll.  Da  das  Gewölbe  die  gröfste  Stabilität 
besitzen  würde,  wenn  die  Drucklinie  mit  der  Mittellinie  des  Gewölbes 
zusammenfiele,  so  nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Kämpferfuge  als  diesen 
Punkt  an  und  bestimmt  die  Drucklinie  so,  dafs  sie  durch  diesen  Punkt  geht. 

Verlängert  man  die  letzte  Seite  h'  F'  der  bereits  construierten  Druck- 
linie, welche  dem  Strahle  8p'  parallel  ist,  bis  sie  die  durch  E  gelegte 
Horizontale  schneidet,  so  erhalten  wir  in  dieser  Horizontalen  den  Punkt  m, 
und  verbinden  wir  den  Mittelpunkt  F  der  Kämpferfuge  mit  dem  Punkte  m 
durch  eine  Gerade,  so  erhalten  wir  die  letzte  Seite  hF  der  neuen  Druck- 
linie. Da  diese  Seite  aber  mit  der  letzten  Eesultante,  also  mit  der  Ee- 
sultante aus  dem  Horizontalschub  und  den  Gewichten  sämtlicher  Gewölbe- 
steine parallel  sein  mufs,  so  erhalten  wir  diese  Eesultante,  wenn  wir  durch 
den  Punkt  8  der  Kräftelinie  eine  Parallele  zu  Fm  ziehen.    Diese  Paral- 
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lele  schneidet  die  durch  o  gelegte  Horizontale  im  Punkte  p,  und  es  ist 
nun  8  p  diese  letzte  Resultante  so  wie  op  der  Horizontal schub ,  welcher 
der  durch  den  Mittelpunkt  F  der  Kämpferfuge  gehenden  Drucklinie  ent- 
spricht. Die  übrigen  auf  einander  folgenden  Seiten  der  Drucklinie  h  g, 
gf,  fe,  ed  u.  s.  w.  sind  den  auf  einander  folgenden  Strahlen  7p,  6p, 
5  p  u.  s.  w.  parallel. 

Da  die  so  gefundene  Drucklinie  allen  an  die  wirkliche  Drucklinie 
zu  machenden  Anforderungen  entspricht;  denn  sie  schneidet  die  Fugen 
so,  da  Ts  sie  mit  den  in  den  Durchschnittspunkten  errichteten  Senkrechten 
Winkel  macht,  welche  kleiner  als  der  Eeibungswinkel  sind,  und  weicht 
von  der  Mittellinie  des  Gewölbes  so  wenig  ab,  dafs  sie  aus  dem  mittleren 
Drittel  der  Breite  der  Stirnfläche  des  Gewölbes  nicht  heraustritt;  so  kann 
sie  als  die  wirkliche  Drucklinie  des  Gewölbes  angesehen  werden,  weshalb 
auch  der  ihr  entsprechende  Horizontalschub  op  als  der  wirkliche  Gewölbe- 
schub zu  betrachten  ist. 

Wird  die  Linie  op  auf  dem  Kräftemafsstabe  abgegriffen,  so  erhält 
man  den  Horizontalschub  des  Gewölbes  in  Kilogrammen  ausgedrückt. 

e.  Belastete  Gewölbe. 

In  den  meisten  Fällen  sind  die  Gewölbe  belastet,  indem  sie  eine 
Cbermauerung  oder  Füllung  oder  beides  zu  tragen  haben.  Bei  den  belaste- 
ten Gewölben  kommt  daher  aufser  den  Gewichten  der  Gewölbesteine  auch 
noch  das  Gewicht  der  ITbermauerung  oder  Füllung  in  Betracht.  Ein 
jeder  Bogenteil  hat  das  Gewicht  der  vertikal  über  ihm  stehenden  Belastung 
zu  tragen,  und  es  mufs  mithin  der  Bogen  so  constnüert  sein,  dafs  er 
auch  den  aus  der  Belastung  hervorgehenden  Kräften  einen  gehörigen 
Widerstand  entgegensetzt.  Diese  Kräfte  führen  aber  eine  Vergröfserung 
des  Horizontalschubes  sowol  als  des  Normaldruckes  in  den  Fugen  herbei, 
und  es  mufs  daher  bei  einem  belasteten  Gewölbe  der  Horizontalschub  mit 
Rücksicht  auf  die  Belastung  bestimmt  werden. 

Diese  Bestimmung  geschieht  im  Wesentlichen  in  derselben  Weise 
wie  bei  den  unbelasteten  Gewölben,  indem  es  sich  auch  hier  entweder  um 
das  Gleiten  der  Gewölbesteine  auf  den  Fugen  oder  um  das  Drehen  der- 
selben um  die  Kanten  oder  endlich  um  das  Zerdrücken  der  Gewöibesteine 
handelt. 

Wegen  der  Über-  und  Hintermauerung  ist,  wie  man  leicht  einsieht, 
ein  Gleiten  nach  aufsen  sowol  als  ein  Drehen  nach  aufsen  geradezu  un- 
möglich, so  dafs  nur  das  Gleiten  und  Drehen  nach  innen  in  Frage  kommt. 
Man  hat  daher  diejenigen  Untersuchungen  anzustellen,  welche  sich  auf 
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das  Gleiten  und  Drehen  der  Gewölbesteine  nach  innen  erstrecken,  und  den 
Horizontalschub  des  Gewölbes  gleich  der  gröfsten  derjenigen  Kräfte  zu 
setzen,  welche  das  Gleiten  nach  innen  oder  das  Drehen  um  die  inneren 
Fugenkanten  verhindern. 

Um  zunächst  das  Maxi- 
mum der  Horizontalkräfte 
zu  bestimmen,  welche  das 
Herabgleiten  verhindern, 
sei  ABCD,  Fig.  141,  ein 
Bogen  und  CEFB  die  Über- 
mauerung desselben;  A,Bj, 
A2B2  ...  sind  die  Ge- 
wölbefugen und  CEEiB,, 
BjEjE^B^  .  .  .  diejenigen 
Teile  der  Übermauerung, 
welche  von  den  darunter- 
liegenden zwischen  je  zwei 
Fugen  enthaltenen  Bogen- 
teilen zu  tragen  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  Gewichte 
der  Bogenteile  vom  Scheitel 
an  gerechnet  mit  gi,  g2,  gg 
teile  mit  G, ,  G^ ,  G3  .  .  .,  die  Winkel,  welche  die  Fugenrichtungen  mit  dem 
Horizonte  machen,  mit  a, ,  ,  «3  .  .  .,  den  Eeibungswinkel  mit  q  und  die 
im  Scheitel  angreifenden  Horizontalkräfte  mit  Kj ,  Ks ,  K3  .  .  . ,  so  haben 
wir  zur  Bestimmung  dieser  Kräfte  die  Gleichungen 

—  (G,  +  gj  tan  («,  —  q) 

=  (a,  +  G,  +  g.  +  g.)  tan  ^) 

K3  =  (Ot  +  0.  +  G^3  +  gl  +  g.  +  ga)  tan  («3  —  (>) 
u.  s.  w. 

Und  es  ist  nun  die  gröfste  von  diesen  Kräften  diejenige,  welche  im 
Scheitel  mindestens  vorhanden  sein  mufs,  wenn  ein  Herabgleiten  überhaupt 
nicht  eintreten  soll.  Ferner  ist  diejenige  Fuge,  auf  welche  sie  sich  bezieht, 
die  Bruchfuge  für  das  Gleiten. 

Um  ferner  das  Maximum  der  Horizontalkräfte  zu  bestimmen,  welche 
das  Drehen  um  die  inneren  Fugenkanten  verhindern,  wollen  wir  die  Schwer- 
punkte der  Bogenteile  mit  Sj ,  s^ ,  S3 . . . ,  die  Schwerpunkte  der  Mauerteile 
mit  Sj,  S^,  S3 . . .  bezeichnen.  Die  Hebelarme  der  im  Scheitel  C  des  Ge- 
wölbes angreifenden  Horizontalkräfte  Hj ,  Hg ,  H, . . .  wollen  wir  in  Be- 
ziehung auf  die  auf  einander  folgenden  Fugenkanten     ,  A2,  A3 . . .  mit 
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Rj,  a^,  a3...,  die  Hebelarme  des  Grewichtes  gj  mit  b/,  b/'...,des  Ge- 
wichtes mit  b/,  b/' . . . ,  des  Gewichtes  mit  bj',  bg'' . . .  u.  s.  f.  be- 
zeichnen. Die  Hebelarme  des  Gewichtes  Gj  sollen  mit  c/,  c/'...,  des 
Gewichtes  G2  mit  c/,  c/' .  .  . ,  des  Gewichtes  G3  mit  c/,  C3"  ...  11.  s.  f. 
bezeichnet  werden. 

Wir  haben  dann  für  das  Gleichgewicht  rücksichtlich  der  Drehung 
um  die  auf  einander  folgenden  Fugenkanten  Ao,  A3 . . .  die  Bedingungs- 
gleichungen 

H,a,  =  g,b/'  +  G^c/'  +  g,b/  +  G,c/ 
H3a3  =  g,b/''  +  G,c/''  +  g,b/'  +  O.c/'  +  g3b3'  +  G3C3' 
u.  s.  f. 

und  hieraus  ergeben  sich  die  Horizontalkräfte 

TT  1_  g,b/+G,c/ 



TT       g,b/^+GiC/^  +  g,b,^+G,c,^ 

^^  =  -  

'  a3 
u.  s.  f. 

Die  gröfste  von  diesen  Kräften  ist  diejenige,  welche  im  Scheitel  min- 
destens vorhanden  sein  mufs,  wenn  ein  Drehen  überhaupt  nicht  eintreten 
soll,  und  diejenige  Fuge,  auf  welche  sie  sich  bezieht,  ist  die  Bruchfuge 
des  Gewölbes  für  das  Drehen. 

Das  Maximum  für  das  Drehen  und  das  Maximum  für  das  Gleiten 
müssen  nun  mit  einander  verglichen  werden,  und  die  gröfste  von  beiden 
Kräften  ist  dann  als  der  dem  wirklichen  Gewölbeschub  am  nächsten  kom- 
mende anzusehen.  Dieses  wird  aber  stets  das  Maximum  für  das  Drehen 
sein,  da  das  Drehen  weit  mehr  als  das  Gleiten  zu  fürchten  ist. 

Nachdem  nun  die  Bruchfuge  des  Gewölbes  für  das  Drehen  bekannt 
ist,  hat  man,  um  der  Wahrheit  noch  näher  zu  kommen,  den  Gewölbeschub 
noch  einmal  zu  berechnen,  indem  man  den  Angriffspunkt  der  Horizontal- 
kraft um  h  der  Schlufssteinfuge  vom  Scheitel  abwärts  und  den  Drehpunkt 
um  5  der  Bruchfuge  von  der  inneren  Wölblinie  aufwärts  verlegt.  Die 
hieraus  hervorgehende  Horizontalkraft  kann  dann  als  der  wirkliche  Ge- 
wölbeschuh angesehen  werden. 

Bestimmt  man  für  den  so  gefundenen  Gewölbeschub  die  Höhe  des 
Schlufssteines  mit  Eücksicht  auf  die  Sicherheit  gegen  das  Zerdrücken  und 
construiert  den  Bogen  so,  dafs  er  vom  Scheitel  nach  den  Widerlagern  zu 
so  zunimmt,  wie  es  erforderlich  ist,  wenn  die  Festigkeit  des  Materials 
überall  in  gleicher  Weise  in  Anspruch  genommen  werden  soll,  so  ist  auch 
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für  die  Wirkung  der  Normalpressimgen  der  gehörige  Widerstand  vor- 
handen. 

Übrigens  können  auch  die  anderen  für  unbelastete  Gewölbe  vorge- 
nommenen Untersuchungen  des  Bogens  für  belastete  Gewölbe  vorgenom- 
men werden. 

Durch  diese  Untersuchungen  wird  man  sich  überzeugen,  ob  die  der 
Eechnung  zu  Grunde  gelegte  Construction  den  Anforderungen  der  Stabi- 
lität entspricht,  oder  ob  dieses  nicht  der  Fall  ist. 

Um  eine  derartige  Untersuchung  auszuführen  und  die  Gewichte  so- 
wol  als  die  Hebelarme  zu  bestimmen,  entwirft  man  nach  irgend  einem 
Mafsstabe  von  dem  Gewölbe  eine  Zeichnung  von  angemessener  Gröfse. 
Nimmt  man  nun  für  die  Länge  des  Gewölbes  die  Einheit  an,  so  sind  die 
Gewichte  der  Bogenteile  sowol  als  auch  die  Gewichte  der  über  den  Bogen- 
teilen liegenden  Mauerteile  ihren  Stirnflächen  proportional.  Berechnet  man 
daher  den  Inhalt  der  Stirnflächen,  wobei  man  die  Mauerteile  CEEiB,, 
Bj  Ej  E2  B2  .  .  .  als  Trapeze  ansehen  kann,  und  multipliciert  diese  Flächen 
mit  dem  Gewichte  der  Kubikeinheit  des  Materials,  so  erhält  man  die  frag- 
lichen Gewichte.  Bestimmt  man  ferner  in  den  Stirnflächen  die  Schwer- 
punkte derselben  und  construiert  die  vertikalen  Schwerlinien,  so  sind  diese 
auch  die  Lagen  der  Schwerpunkte  und  Schwerlinien  der  betreffenden  Körper 
gegen  die  Umdrehungskanten,  so  dafs  man  dann  auch  die  Hebelarme  con- 
struieren  und  ihre  Längen  nach  dem  Mafsstabe  bestimmen  kann. 

Besteht  die  Belastung  aufser  der  Übermauerung  auch  noch  aus  einer 
Auffüllung,  so  hat  man  diese  Auffüllung  auf  Mauerwerk  zu  reducieren, 
d.  h.  man  hat  die  Höhe  desjenigen  Mauerwerkes  zu  bestimmen,  welches 
dieselbe  Belastung  erzeugen  würde,  die  durch  die  Auffüllung  erzeugt  wird. 
Die  Höhe  des  Mauerwerkes  verhält  sich  aber  zur  Höhe  der  Auffüllung 
wie  das  specifische  Gewicht  des  Füllmaterials  zum  specifischen  Gewichte 
des  Mauerwerkes,  da  die  Höhen  den  specifischen  Gewichten  umgekehrt 
proportional  sein  müssen. 

Wir  haben  bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  gesehen,  dafs  bei 
der  Construction  eines  Gewölbes  Alles  auf  die  Bestimmung  der  Stärke  des 
Schlufssteines  ankommt,  da  von  der  Stärke  des  Schlufssteines  die  Con- 
struction des  ganzen  Gewölbes  abhängig  ist,  denn  die  Untersuchungen 
über  die  Stabilität  der  Gewölbe  laufen  darauf  hinaus,  den  im  Gewölbe 
vorhandenen  Horizontalschub  zu  ermitteln,  aus  welchem  sich  sodann  die 
Stärke  des  Schlufssteines  bestimmen  läfst. 

Wenn  aber  ein  Gewölbe  construiert  werden  soll,  so  ist  nur  der  zu 
überspannende  Eaum,  also  die  Spannweite  des  Gewölbes,  gegeben.  Wenn 
nun  eine  bestimmte  Abhängigkeit  zwischen  der  Spannweite  und  der  Scheitel- 

Wenck,  Baumechanik.  21 
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dicke  eines  Gewölbes  existierte,  so  wäre  es  leicht,  für  jede  gegebene  Spann- 
weite sofort  das  Gewölbe  zu  constniieren.  Eine  solche  bestimmte  Abhän- 
gigkeit existiert  aber  nicht;  es  sind  vielmehr  nur  für  dieselbe  gewisse 
Eegeln  vorhanden,  welche  man  nach  gemachten  "Versuchen  und  Beobach- 
tungen aufgestellt  hat,  und  welche  dadurch  allgemeine  Geltung  erlaugt 
haben,  dafs  sie  sowol  erfahrungsmäfsig  den  Anforderungen  der  Praxis 
genügten  als  auch  den  aus  theoretischen  Untersuchungen  hervorgegangenen 
Bedingungen  entsprachen. 

Diese  Eegeln  wollen  wir  nun  in  Folgendem  zusammenstellen: 
Perronet  giebt  für  Brückengewölbe  die  Regel,  dafs  bei  Spannweiten, 
welche  21,6  Meter  und  mehr  betragen,  die  Stärke  des  Scheitels  gleich 
der  Spannweite  sein  soll.    Bezeichnet  daher  s  die  Spannweite  und  e  die 
Stärke  des  Scheitels,  so  ist  nach  dieser  Regel 

®  =  As 

Für  Spannweiten,  welche  kleiner  als  die  oben  angegebene  sind,  giebt 
er  die  Formel  e  =  0,0347  d  +  0,325  Meter 

wo  d  bei  kreisförmigen  Gewölben  den  Durchmesser  der  inneren  Wölblinie, 
bei  gedrückten  Korbbögen  aber  den  doppelten  Krümmungshalbmesser  der 
inneren  Wölblinie  im  Scheitel  bezeichnet. 

Hierbei  ist  überall  vorausgesetzt,  dafs  die  Stärke  des  Gewölbes  vom 
Scheitel  nach  den  Widerlagern  zu  wächst,  und  dafs  sie  an  den  Wider- 
lagern nahe  doppelt  so  grofs  als  am  Scheitel  ist. 

Bei  der  von  Perronet  in  den  Jahren  1768  bis  1780  erbauten 
Brücke  zu  Neully  beträgt  bei  36  Metern  Spannweite  die  Stärke  im  Scheitel 
1,5  Meter  und  in  den  Anfängen  2,7  Meter. 

Nach  Rankine  ist  für  kreisförmige  Gewölbe 
e  =  0,346  ]/r 

wo  r  den  Halbmesser  der  inneren  Wölblinie  bezeichnet,  und  für  gedrückte 
Korbbögen 

e  =  0,412  yr 

wo  r  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  der  inneren  Wölblinie  be- 
zeichnet. 

Rondel  et  giebt  für  Gewölbe  aus  Hausteinen  von  mittlerer  Härte 
folgende  Formeln: 

Für  starke  Brückengewölbe  ist 

e  =     s  -f-  3  0  Centimeter, 
für  mittelstarke  Gewölbe  ist 

e  =     s  +  15  Centimeter, 
und  für  unbelastete  leichte  Gewölbe  ist 

e  =     s  +  8  Centimeter, 
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Hierbei  ist  überall  vorausgesetzt,  dafs  die  Stärke  des  Gewölbes  an 
den  Widerlagern  doppelt  so  grofs  als  am  Scheitel  ist. 

Für  halbkreisförmige  Gewölbe  aus  Backsteinen  oder  Bruchsteinen 
giebt  Kondelet  folgende  Eegeln: 

Ist  das  Gewölbe  im  Scheitel  horizontal  abgeglichen,  so  ist 

e  =  As 

Ist  das  Gewölbe  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  und  dann  im 
Eücken  parallel  mit  der  inneren  Wölblinie  abgeglichen,  so  ist 

e  — As 

Ist  endlich  das  Gewölbe  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  und  von 
da  an  bis  zum  Scheitel  verjüngt  abgeglichen,  so  ist  die  Stärke  im 
Scheitel  also 

As 

und  da,  wo  die  Ausmauerung  aufhört,  ist  die  Stärke  As  zu  nehmen. 

Man  kann  nun  für  gegebene  Verhältnisse  nach  irgend  einer  der  hier 
aufgestellten  Eegeln  ein  Gewölbe  entwerfen  und  sodann  die  Stabilität  des- 
selben nach  Mafsgabe  der  oben  angestellten  Untersuchungen  und  Eech- 
nungen  prüfen.  Es  wird  sich  dann  herausstellen,  ob  der  Entwurf  den 
Bedingungen  der  Stabilität  entspricht  oder  nicht,  und  im  letzteren  Falle 
wird  aus  der  Untersuchung  selbst  hervorgehen,  wie  weit  man  Abände- 
rungen zu  machen  hat. 

Wir  wollen  uns  nun  noch  mit  der  graphischen  Bestimmung  des  Ho- 
rizontalschubes und  der  ihm  entsprechenden  Drucklinie  für  ein  belastetes 
Gewölbe  beschäftigen. 

Zunächst  hat  man  die  über  dem  Bogen  liegende  Belastungsfläche  zu 
zeichnen,  und  wenn  die  Belastung  zum  Teil  aus  einer  Auffüllung  besteht, 
diese  auf  Mauerwerk  zu  reducieren.  Ist  AA'B'B,  Figur  142,  ein  Bogen 
mit  seiner  Belastungsfläche,  so  hat  man  diese  ganze  Fläche  in  eine  mög- 
lichst grofse  Anzahl  vertikaler  Streifen  von  gleicher  Breite  zu  teilen,  so 
dafs  diese  Streifen  so  schmal  werden,  dafs  man  sie  als  Trapeze  ansehen 
kann.  Nimmt  man  die  Länge  des  Gewölbes  als  Einheit  an,  so  ist  das 
Gewicht  eines  jeden  solchen  Streifens  seiner  Fläche  proportional.  Da  aber 
die  Streifen  alle  dieselbe  Breite  besitzen,  so  sind  ihre  Flächen  den  mitt- 
leren Höhen  proportional,  und  daher  sind  auch  die  Gewichte  der  Streifen 
den  mittleren  Höhen  proportional,  so  dafs  diese  Höhen  oder  ein  gewisser 
Teil  derselben  zur  graphischen  Darstellung  der  Gewichte  dienen  können. 

Bei  unserer  Construction  wurden  diese  Gewichte  durch  den  vierten 
Teil  der  mittleren  Höhen  dargestellt.  Mit  diesen  Linien  wurde  der  Kräfte- 
zug 0  8  construiert ,  welcher,  da  die  Gewichte  sämtlich  vertikale  Eichtung 
haben,  eine  vertikale  gerade  Linie  ist,  und  es  stellt  o  1  das  Gewicht  des 

21* 
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■Sz  J"/    So  A' 


und  ziehen  die  Strahlen 


Fig.  142. 


ersten,  12  das  Gewicht  des  zweiten, 
23  das  Gewicht  des  dritten  u.  s.  w., 
7  8  das  Gewicht  des  letzten  Streifens 
dar.  Zieht  man  durch  den  Punkt  o 
eine  Senkrechte  auf  die  Kräftelinie, 
so  ist  diese  horizontal  und  mithin 
die  Eichtungslinie  des  im  Scheitel 
angreifenden  Horizontalschubes.  Neh- 
men wir  auf  dieser  Linie  die  Strecke 
op'  als  Horizontalschub  beliebig  an 
8p',  so  sind  diese  nach  Gröfse  und 


Kichtung  die  Eesultanten  aus  dem  Horizontalschub  und  den  auf  einander 
folgenden  Gewichten. 
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Wegen  der  geringen  Breite  der  Streifen  kann  die  Lage  des  Schwer- 
punktes eines  jeden  Streifens  in  seiner  Mittellinie  angenommen  werden, 
so  dafs  diese  Mittellinien  gleichzeitig  als  die  vertikalen  Schwerlinien  der 
Streifen  angesehen  werden  können.  Wir  wollen  sie  wieder  mit  s^,  s„  Sa . . . 
bezeichnen.  Nehmen  wir  den  Punkt  E  der  Schlufssteinfuge,  welcher  hier 
der  Mittelpunkt  derselben  ist,  als  Angriffspunkt  des  Horizontalschubes  an 
und  legen  durch  ihn  eine  Horizontale,  so  ist  diese  die  Eichtungslinie  des 
Horizontalschubes.  Sie  schneidet  die  Schwerlinie  s^  im  Punkte  a',  und  es 
ist  daher  Ea',  welche  parallel  mit  op'  ist,  die  erste  Seite  der  Drucklinie. 
Wir  machen  nun  weiter  a'  b'  parallel  mit  1  p^  b'  c'  parallel  mit  2  p^  c'  d^ 
parallel  mit  3p'....  g'  h'  parallel  mit  7  p',  h'  F'  parallel  mit  8  p'  und 
erhalten  die  dem  beliebig  angenommenen  Horizontalschube  op'  entsprechende 
Drucklinie  EF'  welche,  wie  wir  sehen,  der  inneren  Wölblinie  sich  nähert, 
diese  scheidet  und  aus  dem  Gewölbe  heraustritt,  woraus  folgt,  dafs  der 
von  uns  beliebig  angenommene  Horizontalschub  op'  kleiner  als  der  wirk- 
liche Gewölbeschub  ist. 

Wir  nehmen  daher,  um  aus  dieser  Drucklinie  eine  andere  abzuleiten, 
wieder  den  Mittelpunkt  der  Kämpferfuge  F  als  den  zweiten  Punkt  an, 
durch  welchen  diese  Drucklinie  gehen  soll,  verlängern  die  Seite  F'h'  bis 
zum  Durchschnittspunkte  m  mit  der  horizontalen  Richtungslinie  des  Ge- 
wölbeschubes und  ziehen  die  Gerade  Fm,  so  erhalten  wir  die  letzte  Seite 
hF  der  neuen  Drucklinie,  und  da  diese  Seite  mit  der  letzten  Eesultante 
aus  dem  Horizontalschube  und  den  Gewichten  sämtlicher  Gewölbetheile 
parallel  sein  mufs,  so  erhalten  wir  diese  Eesultante,  wenn  wir  durch  den 
Punkt  8  der  Kräftelinie  eine  Parallele  zu  Fm  ziehen.  Diese  Parallele 
schneidet  die  durch  o  gelegte  Horizontale  im  Punldie  p,  und  es  ist  nun 
op  der  Horizontalschub,  welcher  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Scheitel- 
fuge und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kämpferfuge  gehenden  Drucklinie  E  F 
entspricht.  Die  folgenden  Seiten  der  Drucklinie  hg,  g f .  .  .  b a  sind  den 
aufeinander  folgenden  Strahlen  7  p,  6p...  1  p  parallel. 

Da  nun  die  Drucklinie  EF  allen  an  die  wirkliche  Drucklinie  zu 
machenden  Anforderungen  entspricht,  so  kann  sie  als  die  wirkliche  Druck- 
linie des  Gewölbes  angesehen  werden,  weshalb  auch  der  ihr  entsprechende 
Horizontalschub  op  als  der  wirkliche  Gewölbeschube  angesehen  werden  kann. 

Wird  die  Linie  op  auf  dem  Kräftemafsstab  abgegriffen,  so  erhält 
man  den  Horizontalschub  des  Gewölbes  in  Kilogrammen  ausgedrückt. 

f.  Die  Widerlager, 
Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  dafs  die  Widerlager  zwei  Mauern  sind, 
gegen  welche  die  Gewölbeschenkel  sich  stützen.    Bei  den  vorhergehenden 
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über  die  Gewölbe  angestellten  Betrachtungen  und  Untersuchungen  haben 
wir  die  Widerlager  als  absolut  fest  angenommen,  und  wir  haben  daher 
nun  noch  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  welchen  sie  diesen  Voraus- 
setzungen entsprechen,  unter  welchen  sie  also  den  Gewölbeschenkeln  eine 
vollständige  Unterstützung  gewähren,  so  dafs,  wenn  das  Gewölbe  den 
Stabilitätsbedingungen  entspricht,  auch  von  den  Widerlagern  den  Stabili- 
tätsbedingungen entsprochen  wird.  Denn  wenn  die  Widerlager  den  Ge- 
wölbeschenkeln keine  vollkommene  Unterstützung  gewähren,  so  wird  das 
Gewölbe  zusammenstürzen,  auch  wenn  es  an  sich  vollkommen  stabil  wäre. 

Da  je  ein  Gewölbeschenkel  sich  auf  ein  Widerlager  stützt,  so  sind 
bei  symmetrischen  Gewölben  die  zwischen  dem  Gewölbeschenkel  und  seinem 
Widerlager  bestehenden  Beziehungen  auf  beiden  Seiten  dieselben,  so  dafs 
wir  auch  hier  nur  nötig  haben,  einen  Gewölbeschenkel  mit  seinem  Wider- 
lager der  Betrachtung  zu  unterwerfen. 

Da  das  Widerlager  dem  Gewölbeschenkel  als  Stütze  dienen  soll,  so 
hat  es  dem  Drucke  Widerstand  zu  leisten,  den  der  Gewölbeschenkel  auf 
das  Widerlager  ausübt.  Dieses  ist  aber  der  in  der  Widerlagsfuge  statt- 
findende Normaldmck.  Dieser  Normaldruck  läfst  sich  in  das  Ge^vicht 
des  Gewölbeschenkels  und  in  den  im  Gewölbe  stattfindenden  Horizontal- 
schub zerlegen.  Das  Gewicht  greift  im  Schwerpunkte  des  Schenkels, 
der  Horizontalschub  aber  greift  in  der  Scheitelfuge  des  Gewölbes  an, 
und  wir  haben  gesehen,  dafs  es  zweckmäfsig  ist,  den  Angriffspunkt  so 
anzunehmen,  dafs  er  um  h  der  Höhe  des  Scheitels  vom  höchsten  Punkte 
desselben  absteht. 

Der  Widerstand  des  Widerlagers  besteht  nun  darin,  dafs  es  sich 
wieder  um  die  äufsere  Kante  seiner  Basis  dreht,  noch  dafs  es  sich  auf 
der  Basis  fortschieben  läfst,  also  ausgleitet.  Der  ersteren  Bedingung  wird, 
wie  wir  wissen,  entsprochen,  wenn  die  Eesultante  aus  allen  bei  der  Dre- 
hung in  Betracht  kommenden  Kräften  durch  die  Basis  des  Widerlagers 
hindurchgeht  und  die  Basis  in  einem  Punkte  schneidet,  dessen  Abstand 
von  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Widerlagers  höchstens  nur  f  des  Ab- 
standes  dieser  Schwerlinie  von  der  Umdrehungskante  beträgt. 

Ferner  wissen  wir,  dafs  der  zweiten  Bedingung  entsprochen  wird, 
wenn  der  Winkel,  den  die  Eesultante  mit  der  vertikalen  Schwerlinie  des 
Widerlagers  bildet,  kleiner  als  der  ReibungSAvinkel  ist. 

Construiert  man,  Figur  143,  den  Gewölbeschenkel  AB  CD  und  das 
Widerlager  ABEFK,  macht  von  dem  Punkte  aus,  in  welchem  die  Eich- 
tung  des  Horizontalschubes  und  die  vertikale  Schwerlinie  des  Gewölbe- 
schenkels sich  schneiden,  das  ist  der  Punkt  L,  L  M  =  H,  das  ist  gleich 
dem  Horizontalschube,  L  N  =  G,  wenn  G  das  Gewicht  des  Gewölbeschenkels 


327 


bezeichnet,  construiert  das  Parallelogramm  LMPN  und  zieht  die  Diago- 
nale LP,  so  ist  diese  die  Eesultante  aus  dem  Horizontalschube  und  dem 
Gewichte  des  Gewölbeschenkels.  Macht  man  weiter  von  dem  Punkte  aus, 
in  welchem  die  Eichtung  dieser  Re- 
sultante und  die  vertikale  Schwerlinie   

des  Widerlagers  sich  schneiden,  das 
ist  der  Punkt  Q,  QT  =  LP,  also 
gleich  der  eben  gefundenen  Eesul- 
tante, und  QS  =  Gj,  wenn  Gj  das 
Gewicht  des  Widerlagers  bezeichnet, 
construiert  das  Parallelogramm  QTES 
und  zieht  die  Diagonale  QE,  so  ist 
diese  die  Eesultante  aus  allen  bei 
der  Stabilität  des  Widerlagers  in  Be- 
tracht kommenden  Kräften. 

Diese  Eesultante  schneidet  die 
Basis  des  Widerlagers  im  Punkte  U, 
und  es  darf  nun  für  eine  vollkommene 
Sicherheit  gegen  das  Drehen  um  die 
Kante  F  höchstens 

UV  =  fFV 

sein. 

Soll  ferner  eine  gehörige  Sicher- 
heit gegen  das  Gleiten  des  Wider- 
lagers auf  seiner  Unterlage  vorhanden  sein,  so  mufs  der  Winkel  UQV, 
das  ist  der  Winkel,  den  die  Eesultante  mit  der  vertikalen  Schwerlinie 
des  Widerlagers  macht,  kleiner  als  der  Eeibungswinkel  sein. 

Damit  den  Bedingungen  der  Stabilität  vollständig  entsprochen  wird, 
mufs  die  Basis  des  Widerlagers  eine  angemessene  Breite  haben,  und  es 
mufs  daher  die  Breite  der  Basis  des  Widerlagers  demgemäfs  bestimmt 
werden. 

Was  nun  zunächst  die  Drehung  um  die  äufsere  Kante  der  Basis  des 
Widerlagers  anlangt,  so  haben  wir  Folgendes  zu  berücksichtigen: 

Die  Kraft,  Vielehe  die  Drehung  um  die  äufsere  Kante  der  Basis  des 
Widerlagers  nach  aufsen  zu  bewirken  strebt,  ist  der  im  Scheitel  angrei- 
fende Horizontalschub  H.  Bezeichnen  wir  nun  die  Höhe  des  Widerlagers 
mit  h  und  die  Höhe  des  Gewölbes  vom  Widerlager  bis  zum  Angriffspunkte 
der  Horizontalkraft  mit  hj,  so  ist  das  Moment  des  Horizontalschubes  in 
Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  der  Basis  des  Widerlagers 

H(h4-hJ 


Fig.  143. 
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Diejenigen  Kräfte,  welche  einer  Drehung  nach  aufsen  entgegenwirken, 
sind  das  Gewicht  des  Gewölbeschenkels,  welches  im  Schwerpunkte  des 
Gewölbeschenkels  angreift,  und  das  Gewicht  des  Widerlagers,  welches  im 
Schwerpunkte  des  Widerlagers  angreift. 

Bezeichnen  wir  das  Gewicht  des  Gewölbeschenkels  mit  G,  die  Breite 
der  Basis  des  Widerlagers  mit  b  und  den  Abstand  der  vertikalen  Schwer- 
linie des  Gewölbeschenkels  von  der  Innern  Kante  des  Widerlagers  mit  a, 
so  ist  das  Moment  des  Gewichtes  des  Gewölbeschenkels  in  Beziehung  auf 
die  äufsere  Kante  der  Basis  des  Widerlagers 

G(a  +  b) 

Bezeichnen  wir  ferner  das  Gewicht  des  Widerlagers  mit  G,  und 
sehen  das  Widerlager  als  ein  gerades  Parallelepiped  an,  so  ist  der  Ab- 
stand der  vertikalen  Schwerlinie  desselben  von  seiner  äufseren  Kante 

~,  und  es  ist  folglich  das  Moment  des  Gewichtes  des  Widerlagers  in 
Beziehung  auf  die  äufsere  Kante  der  Basis  desselben  odar  seine  Stabili- 
tät rücksichtlich  dieser  Kante 

G,.y 

Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  haben  wii'  daher  die  Momenten- 
gleichung 

H(li4-^)-(^(a-}-b)  +  G,| 

Da  wir  aber  nicht  nur  Gleichgewicht,  sondern  eine  vollständige  Sicher- 
heit gegen  die  Drehung  des  Widerlagers  um  die  äufsere  Kaute  seiner 
Basis  verlangen,  so  müssen  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2,25  einführen. 
Geschieht  dieses,  so  haben  wir  die  Gleichung 

2,25H  (h  +  h,)  =  G  (a  -}-  b)  4-  G,  y 

Nun  hängt  aber  das  Gewicht  des  Widerlagers  von  den  Dimensionen 
desselben,  also  auch  von  der  Breite  seiner  Basis  ab.  Bezeichnet  daher 
1  die  Länge  des  Widerlagers  und  y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des 
Mauerwerkes,  so  ist 

"G^  =  ^bhl 
oder,  wenn  wir  1=1  setzen, 

G,  =  yhh 

Führen  wir  für  G^  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  geht 
sie  in  die  folgende  über 

2,25  H  (h  +  h,)  =  G  (a  +  b)  -f-  /bh  .  y 

aus  welcher,  wenn  sie  für  b  aufgelöst  wird,  die  Breite  der  Basis  des 
Widerlagers  sich  ergiebt. 

Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  ihr  die  folgende  Gestalt: 
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und  hieraus  folgt 


b'-^  +  ^  b  =  4,5H(h  +  h,)-2Ga 
yh  yh 

G    ,  -i/lTsHlh  +  h^)  — 2Ga  / 
yh-F  yh  V  yh  ^ 


^  yh  —  V  yh  ^   \yh  J 

Ist  h  verhältnismäfsig  sehr  grofs,  so  können  diejenigen  Glieder, 
welche  h  im  Nenner  haben,  vernachlässigt  werden,  auch  kann  man  hj 
gegen  h  unbeachtet  lassen.    Für  diesen  Fall  erhält  man 

.=]/ifr 

Um  ferner  die  Breite  zu  bestimmen,  welche  die  Basis  des  Wider- 
lagers haben  mufs,  damit  es  auf  seiner  Unterlage  nicht  fortgeschoben 
werden  kann,  wollen  wir  den  Winkel,  den  die  Eesultante  QK,  Figur  143, 
mit  der  vertikalen  Schwerlinie  des  Widerlagers  macht,  also  den  Winkel 
UQV,  mit  a  und  den  Eeibungscoefficienten  mit  <f)  bezeichnen.  Es  mufs 
dann  für  das  Gleichgewicht  gegen  das  Gleiten  sein 

tan  ü  —  (p 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  a  haben  wir  dann  Folgendes :  Zerlegen 
wir  die  Eesultante  QE  in  die  horizontale  Componente  QQj  und  in  die 
vertikale  Componente  QQg,  so  ist 

*-«  =  w 

Es  ist  aber,  wie  man  leicht  einsieht, 
QQ,  =  H 

und 

QQ^==G  +  Oi 

daher  ist  auch 

tan  a 


G  +  Gi 

Für  das  Gleichgewicht  gegen  das  Gleiten  mufs  daher  sein 

H 

G+G, 

Nun  ist  aber  weiter 

G,  =  7bh 

daher,  wenn  wir  diesen  Wert  für  G^  in  die  Gleichung  einführen, 

_  H 
^  ~  G  +  /bh 

Wird  diese  Gleichung  für  b  aufgelöst,  so  bestimmt  sich  hieraus  die 
Breite,  welche  das  Widerlager  haben  mufs,  wenn  rücksichtlich  des  Gleitens 
Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll. 

Aus  der  Gleichung  folgt 
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Da  aber  nicht  nur  Gleichgewicht,  sondern  eine  vollständige  Sicher- 
heit gegen  das  Gleiten  des  Widerlagers  vorhanden  sein  soll,  so  müssen 
wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  einführen.  Greschieht  dieses,  so  erhalten 
wir  für  die  Breite  der  Basis  des  Widerlagers 

2H  —  g^G 


b  = 


<pyh 


Die  beiden  Werte  von  b,  nämlich  derjenige,  welcher  der  Sicherheit 
gegen  das  Drehen,  und  derjenige,  welcher  der  Sicherheit  gegen  das  Gleiten 
entspricht,  sind  nun  mit  einander  zu  vergleichen,  und  man  hat  dem 
Widerlager  diejenige  Breite  zu  geben,  welche  dem  gröfseren  von  beiden 
Werten  entspricht. 

Hat  das  Widerlager  eine  andere  Gestalt,  hat  es  z.  B.  auf  der  einen 
Seite  eine  Böschung,  so  ist  bei  Bestimmung  der  Breite  seiner  Basis 
rücksichtlich  der  Drehung  die  betreffende  Stabilitätsformel  in  die  Gleichung 
einzuführen. 

Ist  das  Gewölbe  übemauert  oder  belastet,  Figur  144,  so  sucht  wieder 
der  in  C  angreifende  Horizontalschub  die  Drehung  um  die  Kante  K  des 
F  x  jt  Widerlagers  nach  aufsen  zu  bewirken. 

während  das  Gewicht  des  Gewölbes  samt 
Belastung  so  wie  das  Gewicht  des  Wi- 
derlagers eine  Drehung  in  entgegenge- 
setzter Eichtung,  also  nach  innen,  be- 
wirken würden. 

Bezeichnen  wir  KF  mit  h  und  FM 
mit  h,,  so  ist 

H  (h  —  h,) 
das  Moment  des  Horizontalschubes  in 
Beziehung  auf  die  Kante  K;  ist  ferner 
G   das  Gewicht  des  Gewölbeschenkels 
samt  seiner  Belastung,  also  des  Teiles 
AB  DE,  so  wie  b  die  Breite  der  Basis 
des  Widerlagers  und  a  der  Abstand  der 
vei-tikalen  Schwerlinie  des  Gewölbeteiles  ABDE  von  der  inneren  Kante 
des  Widerlagers,  so  ist  das  Moment  des  Gewichtes  des  Gewölbe'schenkels 
und  seiner  Belastung  in  Beziehung  auf  die  Kante  K 

G  (a  +  b) 

Bezeichnen  wir  ferner  das  Gewicht  des  Widerlagers  KLEF  mit  G„ 
so  ist  das  Moment  desselben  in  Beziehung  auf  die  Kante  K 

r  ^ 


r 

: 

.4: 


a 


Fi-  144. 


331 


Für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  haben  wir  dann  die  Momenten- 
gleichung 

H  (h  —  h  J  =  a  (a  +  b)  +  y 

und  wenn  wir,  um  die  erforderliche  Sicherheit  zu  erhalten,  den  Coefficien- 
ten  2,25  einführen,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  b  die  Gleichung 
2,25H(h  +  hJ  =  G(a  +  b)  +  G,y 

Es  ist  aber  für  die  Einheit  der  Länge,  welche  wir  hier  annehmen, 
G,  =  /bh 

Führen  wir  diesen  Wert  von  G^  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  er- 
halten wir 

2,25  H  (h  —  h,)  =  G  (a  +  b)  +  ^^bh  .  y 

welche  für  b  aufzulösen  ist. 

Wir  geben  zu  diesem  Zwecke  der  Gleichung  die  Form 
b2_i-l^b=  4,5H(h-h,)-2Ga 

woraus  wir  erhalten 


yh) 

SO  wie  für  ein  verhältnismäfsig  grofses  h  unter  den  früher  schon  ange- 
gebenen Voraussetzungen   

b 


Für  das  Gleichgewicht  rücksichtlich  des  Gleitens  haben  wir  auch  hier 
die  Gleichung 

H 

^=  G  +  G, 

wo  aber  G  das  Gewicht  des  Gewölbeschenkels  samt  seiner  Belastung  be- 
zeichnet. 

Führen  wir  nun  für  G.  seinen  Wert  ^bh  ein,  so  erhalten  wir 
_  H 
^  —  G  +  /bh 
und  lösen  wir  die  Gleichung  für  b  auf,  so  ist 

b  = 


H  — yG 


^yh 

-^0  wie,  wenn  wir  den  Sicherheitscoefficienten  2  einführen 

,        2H  — T'G 

b  =  ~  

yyh 

Eondelet  giebt  ein  Verfahren  an,  die  Stärke  des  Widerlagers  durch 
Construction  zu  bestimmen.  Wir  wollen  diese  Construction  hier  mitteilen, 
ohne  uns  aber  auf  eine  Auseinandersetzung  derjenigen  Betrachtungen  ein- 
zulassen, durch  welche  Eondelet  zu  ihr  gelangte. 


/ 
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Ist  das  Gewölbe  ein  halbkreisförmiges  und  der  Eücken  mit  der  innern 
Wölblinie  parallel,  wie  ABCD,  Figur  145,  so  lege  man  durch  die  Mitte  von 

V  ABCD  den  Bogen  EF,  sodann  an  E  eine 
vertikale  und  an  F  eine  horizontale  Tan- 
gente, welche  in  G  zusammentreffen.  Hier- 
auf ziehe  man  G  0,  welche  den  Bogen  E  F 
in  H  schneidet.  Durch  H  lege  man  wieder 
eine  Horizontale  und  durch  A  eine  Ver- 
tikale, welche  in  J  zusammentreffen,  und 
mache  HL  =  H J.  Hierauf  mache  man 
AM  =  KL  und  AN  =  2AB  und  be- 
schreibe über  MN  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis.  Wird  nun  AB  bis  zum  Durch- 
schnitte mit  diesem  Halbkreise  verlängert, 
so  stellt  AP  die  gesuchte  Stärke  des  Wi- 
Fig.  145.  derlagers  dar. 

Ist  das  Gewölbe  wieder  halbkreisförmig,  verstärkt  es  sich  aber  vom 
Scheitel  nach  den  Widerlagern  zu,  wie  ABCD,  Figur  146,  so  lege  man 
durch  A  eine  Vertikale,  durch  D  eine  Horizontale,  welche  in  E  zusammen- 
treffen, hierauf  ziehe  man  EO,  welche  den  Bogen  AD  in  F  schneidet, 
lege  durch  F  eine  Horizontale  GH  und  mache  FK  =  FG.  Hierauf  mache 
man  AL  =  HK  und  AM  =  2  .  F J,  das  ist  gleich  der  doppelten  Stärke 

LM  als  Durchmesser  einen  Halbkreis. 
Durchschnitte  mit  diesem  Halbkreise, 
so  ist  AX  die  gesuchte  Stärke  des 
Widerlag'ers. 


der  Fuge  F  J,  und  beschreibe  über 
Verlängert  man  nun  AB  bis  zum 


c 

Y                   *  1 

'  \ 
1 

Jb__  

\ 

\ 

\ 

\ 

1  \ 

f  ig.  146. 

Fig.  147. 


Ist  das  Gewölbe  wieder  halbkreisförmig,  ist  es  aber  im  Scheitel  ho- 
rizontal abgeglichen,  ^vie  Figur  147,  so  lege  man  durch  A  eine  Vertikale, 
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bis  sie  mit  der  durch  C  gehenden  Horizontalen  in  E  zusammentrifft,  und 
ziehe  EO,  welche  den  Bogen  AD  in  F  schneidet.  Durch  F  lege  man 
die  Horizontale  GH  und  mache  F  J  ==  FG;  sodann  mache  man  AK  = 
HJ  und  AL  =  2  .  CD,  das  ist  gleich  der  doppelten  Stärke  des  Schei- 
tels, und  beschreibe  über  KL  als  Durchmesser  einen  Halbkreis.  Verlängert 
man  nun  OA  über  A  hinaus  bis  zum  Durchschnitte  mit  diesem  Halb- 
kreise, so  ist  AM  die  gesuchte  Stärke  des  Widerlagers. 

Um  die  "Widerlagsstärke  für  überhöhte  und  gedrückte  Gewölbe  zu 
bestimmen,  giebt  Rondel  et  folgendes  Verfahren  an: 


Der  Sicherheit  wegen  sollen  die  nach  diesem  Verfahren  bestimmten 
Stärken  der  Widerlager  noch  um  i  bis  h  vergröfsert  werden. 

Rondelet  giebt  für  die  Stärken  der  Widerlager  halbkreisförmiger 
Gewölbe  noch  Folgendes  an: 

1.4  das  Gewölbe  im  Scheitel  horizontal  abgeglichen,  so  soll  die  Stärke 
der  Widerlager  tt  der  Spannweite  betragen. 

Ist  das  Gewölbe  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  und  dann  im 
Eücken  parallel  mit  der  Innern  Wölblinie  abgeglichen,  so  soll  die  Stärke 
der  Widerlager  ^  der  Spannweite  betragen. 

Ist  das  Gewölbe  endlich  bis  zur  halben  Höhe  hintermauert  und  von 
da  an  bis  zum  Scheitel  verjüngt  abgeglichen,  so  soll  die  Stärke  der  Wider- 
lager Tö  der  Spannweite  betragen. 


Fig.  148. 


Man  bestimme,  Figur  148,  die 
Widerlagsstärke  PQ  für  ein  halb- 
kreisförmiges Gewölbe  AD,  welches 
mit  dem  gedrückten  Gewölbe  AD, 
oder  mit  dem  überhöhten  Gewölbe 
AD2  gleiche  Spannweite  besitzt,  und 
lege  durch  D  und  A  eine  Gerade, 
bis  sie  in  d  die  äufsere  Kante  des 
Widerlagers  trifft.  Hierauf  be- 
schreibe man  aus  A  mit  Ad  einen 
Kreisbogen  und  lege  durch  D,  und 
A  oder  durch  D2  und  A  eine  Gerade, 
bis  sie  in  d,  oder  da  mit  jenem  Bogen 
zusammentrifft.  Legt  man  endlich 
durch  dj  oder  Vertikale,  so  ist 
PQi  die  Widerlagsstärke  für  das 
gedrückte  Gewölbe  AD,  und  PQ., 
die  Widerlagsstärke  für  das  über- 
höhte Gewölbe  AD2. 
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Breymann  giebt  in  seiner  Bauconstructionslehre  an,  dafs  nach  ge- 
machten Erfahrungen  bei  gröfseren  Brückengewölben  mit  halbkreisförmigen 
oder  nur  wenig  gedrückten  Bögen  die  Stärke  der  Widerlager  i  der  Spann- 
weite, bei  Kreisbögen,  die  auf  und  bei  Korbbögen,  die  auf  i  gedrückt 
sind,  die  Stärke  der  Widerlager  i  der  Spannweite,  und  bei  noch  stärker 
gedrückten  Bögen  die  Stärke  der  Widerlager  f  der  Spannweite  betragen  soll. 

Wenn  zwei  neben  einander  liegende  Tonnengewölbe  ein  gemeinschaft- 
liches Widerlager  haben,  und  die  Gewölbe  sind  einander  gleich,  so  heben 
sich  die  horizontalen  Drucke  gegenseitig  auf,  und  es  bleiben  nur  die  ver- 
tikalen Drucke  übrig.  Ein  solches  Widerlager  kann  daher  weit  schwächer 
als  ein  Endwiderlager  gemacht  werden. 

Bilden  die  Widerlager  gleichzeitig  Stütz-  oder  Futtermauern,  so  darf 
bei  der  Bestimmung  der  Widerlagsstärke  auf  den  Erddruck  keine  Rück- 
sicht genommen  werden.  Denn  wenn  auch  die  Erdmasse  das  Umstürzen 
oder  eine  gröfsere  Verschiebung  des  Widerlagers  verhindert,  so  kann  sie 
doch,  wegen  ihrer  Zusammendrückbarkeit ,  eine  kleine  Bewegung  nicht 
hindern,  und  eine  solche  reicht  schon  aus,  das  Gleichgewicht  des  Gewölbes 
zu  stören. 
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ca.  200  Tafeln  in  Photolithographie  und  100  Bogen  reich  illustr. 
Text.    In  ca.  40 — 50  Lieferungen  ä  3  Mark. 


VII 


I.  Wohn-  und  Geschäftshäuser. 

II.  Gasthäuser  und  Hotels. 

III.  Schulhäuser. 

IV.  Gehäude  für  Gesundheitspflege. 
V.  Markthallen. 

VI.  Gebäude  für  Handel  und  Gewerbe. 

VII.  Gebäude  für  Vereine  und  für  Vergnü- 
gungszwecke. 


VIII.  Wohlthätigkeits- Anstalten. 

IX.  Gebäude  für  Verwaltungszwecke. 

X.  Gebäude  für  Kunst  und  Wissenschaft. 

XI.  Gebäude  für  kirchliche  Zwecke. 

XII.  Gebäude  für  militärische  Zwecke. 

XIII.  Zucht-  und  Gefangenhäuser. 

XIV.  Landwirt hschaftliche  Bauten. 
XV.  Industrielle  Anlagen. 


Durchschnittlich  alle  6  Wochen  eine  Lief,  erscheinend,  bis  Ende  1884:  Lief.  1- 


Der  Eisenhochbau  der  Gegenwart. 


Systematisch  geordnete  Sammlung  neuer  eiserner  Hochbau  -  Constructionen. 
Zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  und  Privatstudien,  sowie  bei  dem  Ent- 
werfen, Berechnen  und  Veranschlagen  von  Eisenhochbauten  zusammengestellt 
und  mit  Text  begleitet  von 
Dr.  F.  Heinzerling;, 

Kgl.  Baurath  und  Prof.  an  der  Kgl.  techn.  Hochschule  zu  Aachen. 
4  Hefte  in  gross  Doppelfolio  mit  6  lithographirten  Tafeln  und  illustrirtem  Text. 
Jedes  Heft  bildet  für  sich  ein  Ganzes  und  ist  also  auch  einzeln  verkäuflich. 

Bisher  erschienen:  I.Heft.  Hochbauten  mit  eisernen  Pult- u.  Satteldächern. 
Preis  14  M,  —  2.  Heft.  Hochbauten  mit  eisernen  Tonnendächern.  Preis  14  M. 

Demnächst  werden  ferner  erscheinen :  3.  Heft.  Hochbauten  mit  eisernen 
Zeltdächern  und  Kuppeldächern,  und:  4.  Heft.  Hochbauten  mit  eisernen 
Zwischendecken. 

Polychrome  Meisterwerke 

der  monumentalen  Kun^t  in  Italien 

Yom  V.  bis  XYI.  Jahrhundert. 

=  12  perspeetivische  Ansichten  in  Farbendruck  = 
mit  erläuterndem  Text  in  vier  Sprachen  herausgegeben  von 
Heinricli  Köhler, 

Kgl.  Baurath  und  Prof.  an  der  Kgl.  techn.  Hochschide  zu  Hannover. 
Sau  Giovanni  in  Fönte,  Kavenna.  (III.) 
San  Miniato  prt'sso  Firenze.  (IV.) 
Capella  Palatina  in  Palermo.  (III.) 
11  Duomo  <li  Orvieto.  (VI.) 
La  Cappella  Sistina  nel  Vaticano,  Roma.  (VI.) 
Camera  della  Segnatura,  Koma.  (I.) 
Stanza  d'Eliodoro  in  Koma.  (II.) 


Le  Loggie  <li  Bafaele  uel  Vaticano, 

Roma.  (IV.) 
San  Pietro  in  Koma.  (I.) 
La  Libreria  in  Siena.  (V.) 
Loggia  nel  Palazzo  Dorla  in  Genova.  (V.) 
Sala  (lel  CoUegio  nel  Palazzo  Ducale,  Ve- 

nezia.  (II.) 


Das  Werk  ist  sowohl  vollständig,  als  auch  in  Lieferungen  oder 
sogar  nur  einzelnen  Blättern  (ohne  Text)  zu  haben.  Der  Preis  des  voll- 
ständigen Werkes  in  elegantem  Prachteinband  ist  250  M.,  derjenige  einzelner 
Lieferungen  (durch  die  hinter  den  Namen  der  einzelnen  Blätter  befindlichen 
lateinischen  Ziffern  oben  bezeichnet)  36  M.  Der  Preis  einzelner  Blätter  (ohne 
Text)  endlich  18  M. 


Druck  von  G.  Kieysiug  in  Leipzig. 
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